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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Традиции преподавания биометрии в нашей стране берут 
начало от Ю. А. Филипченко, С. С. Четверикова, А. А. Сапе
гина. В 50-е годы существенный вклад в совершенствование 
преподавания биометрии, в пропаганду биометрических мето
дов внесли П. Ф. Рокицкий, П. В. Терентьев; Н. А. Плохин
ский. Главная особенность отечественной биометрическ9й шко· 
лы заключается в стремлении к предельной биологизаци11 
статистических методов, в наглядном показе биологического 
смысла любой статистической процедуры, в попытке дать био.: 
логическую интерпрет.ацию значениям любых статистических 
параметров и изменениям этих значений. Не случайно деяте
лям русской биометрической школы удалось получить ряд 
изящных, имеющих глубокий смысл результатов в генетике, 
ботанике и зоологии, в растениеводстве и животноводстве, что 
требовало обширных биологических познаний. 

Но где сила, там и слабость. Отечественные биометрики 
никогда не строили м ат е м ат и к о - ст ат ист и чес к у ю 
м одел ь, имеющую, если можно так выразиться, свою 

«жизнь». Строгая формулировка модели всегда связана с вве
дением упрощающих условий, с возникновением специальных, 
чисто математических задач. Применение же соответствующе
го математико-статистического метода в биологии сводится к 
установлению допустимости применения математической мо• 
дели к соответствующей биологической ситуации. Такой под
ход отнюдь не снижает требований к уровню математической 
подготовки биолога и составляет основу, на которой формиру~ 
ется то, что обозначают словами «статистическое мышление». 

Этим путем развивается англо-американская биометриче
ская школа, по сути дела берущая начало от основополагаю
щей книги Р. А. Фишера «Статистические методы для иссле
дователей». Стиль изложения предмета представителями Этой 
школы нашел, пожалуй, наиболее полное отражение в пере.;; 
веденной у нас книге Н. Бейли [1962). Автор излагает суть 
статистической модели, ее ограничения и, полность~ опуская 
все процедуры математических выводов и выкладок, сразу да

ет конечные формулы для вычислений. 
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Такая, чисто словесная формулировка статистической за
дачи (скорее, рассказ о задаче) и отсутствие указаний на пу
ти статистического вывода требуют от читателя очень боль
шого внимания, напряженной мыслительной работы, и даже 
если эта работа оказывается успешной, подчас остается неяс
ной логика (последовательность) статистического вывода. По
видимому, все-таки невозможно, говоря о математических мо

делях, полностью избежать использования математических 
формализмов. Нам представляется, что книги В. Ю. Урбаха 
[1964, 1975] являются существенным этапом на пути решения 
этой проблемы. 

Точка зрения авторов данного учебного пособия на основ
ные принципы преподавания биометрии сводится к следующе
му. Курс биометрии - это лишь один. из этапов университет
ского математического образования студентов-биологов. При
чем не первый этап. Начало должно быть положено курсом 
общей математики, что сейчас и делается. Заметим лишь, что 
принципы и объем курса общей математики по традиции во 
многом связаны пока со способом и объемом преподавания 
математики в технических вузах. 

Второй этап - курс основ (наверное, правильнее, элемен
тов) теории вероятностей и математической статистики. Логи
чески, исходя из несомненно существующей специфики био
логических приложений вероятностно-статистических методов 
изложение теории вероятностей относится к этому этапу, а не 
к курсу общей математики. Второй этап и есть собственно курс 
биометрии в нашем понимании. Главное здесь- дать поня
тие о в е р о я т н о с т н о й и с т а т и с т и ч е с к о й м о
д е л и и провести четкое разграничение между моделью и ее 

биологическим приложением. Статистическая модель - это фе
номен математический, ее структуру, функционирование и вы
текающие из нее следствия нельзя описать чисто словесно, 

полностью отказавшись от формализмов математического язы
ка. Полное упрощение неизбежно повлечет за собой искаже
ние смысла. Поэтому возникает вопрос об уровне строгости 
изложения. Принять современный уровень строгости теории 
вероятностей и математической статистики - дело немысли
мое. Это означало бы превращение биолога в математика. 
Поэтому мы избираем уровень строгости изложения, близ
кий уровню строгости, принятому в технических вузах. 

Выбор статистических методов, даваемых в курсе биомет
рии, сегодня вряд ли вызывает епоры. В этом отношении и 
наше пособие не отличается новаторством. Однако нам пред
ставляется важным изложение разных методов с единой точ
ки зрения, поэтому мы строим курс на основе нормального 

распределения. 

Разумеется, методы, излагаемые в курсе биометрии, состав
ляют лишь небольшую часть возможных приложений матема-



тико-статистического аппарата. Но ведь биометрия - Лишь 
второй этап математического образования биологов. Необхо
дим и имеет место третий этап - математические (в том числе 
и статистические) методы специальных биологических дисцип
лин (микробиологии, зоологии, ботаники, генетики, биохимии, 
физиологии и т. д.), на котором и решаются более сложные, 
более специалы-1ые задачи, опускаемые в курсе биометрии. 

Построение и анализ в курсе биометрии математико-стати
стических моделей не должны лишать нас ярких достоинств 
русской биометрической школы: биологического взгляда на 
количественные методы. Нам представляется, что таким ду
хом должен быть проникнут весь курс. В значительной мере 
это достигается собственно приложениями - практическими 
занятиями, решением задач. Прежде всего биологические при
меры, рассматриваемые в курсе, должны быть с одер ж а
т ель н ы ми: не просто выдуманными примерами, но реально 

возникающими в разных областях науки задачами. И реше
ние этих задач должно заключаться не в рецептурной подста-· 
новке в вычислительные формулы экснеµы.1ентальных дан
ных, а в обоснованном выборе статистической модели. 

Такого рода подход, по-видимому, никогда раньше не прово
дился сколько-нибудь последовательно в б и омет р и и. И 
если это привлечет внимание читателя и позволит студентам 

овладеть не тоJiько рецептурой и техникой статистических вы
к.11адок, но и основами вероятностно-статистическоrо мышле

ния, то авторы будут считать свою задачу выполненной. 

Над всеми разделами пособия все авторы работали совме
стно. Если даже первоначальный вариант той или иной главы 
был написан одним из нас, в дальнейшем он перерабатывал
ся, дополнялся другими. 

Авторы выражают сердечную признательность научному 
редактору профессору М. М. Тихомировой, сделавшей воз
можным написание этой книги. Маргарита Михайловна ·«при" 
няла» курс «Биометрии» в Ленинградском университете от 
Павла Викторовича Терентьева, определила пути развития и 
совершенствования этого курса и передала его авторам -
Н. В. Глотову и Н. Н. Хромову-Борисову. · 
Мы благодарны проф. С. Г. Инге-Вечтомову, энергично 

стимулировавшему нашу работу на всех этапах. Мы призна
тельны О. И. Бе.'Iозеровой, М. В. Голубковой, Н. В. Носкову 
за неоценимую помощь в подготовке пособия к печати, 
М. И. Рахману за вычисление некоторых значений в табл. VI 
и VII Приложения, В. М. Кузнецовой за техническую подго
товку рукописи. 

Выражаем признательность всем коллегам, предоставив: 
шим результаты своих исследований для составления многих 
задач и примеров. 
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

(В скобках указаны параграф и глава, в которых вводится данное 
обозначение) 

Знак - («тильда») ставитt.~J над буквой и обозначает случайную ве

личину, например х (§ 10 гл. 1). 
Буква без тильды есть значение соответ~вующей случайной величины, 

например х есть значение случайной величины х. 
Индекс «эксп» означает, что значение статистики вычислено по экспери

ментальным (выб~очным) данным, например g3ксп (§ 2 гл. IV). 

Обозначение х-Х(01 , 0 2) означает, что случайная величина х имеет 
К-распределение с параметрами 0 1 и 0 2 (§ 3 гл. 111). 

Знак fZJ - пустое множество, невозможное событие (§ 2, 3 гл. 1). 

Буквами греческого алфавита обозначаются: 

а - уровень значимости критерия (§ 2 гл. IV); 
~ - коэффициент линейной регрессии (§ 1 гл. IX); 

frn - статистика критерия К:олмогорова для проверки нормальности распре-
деления ( § 5 гл. VII); 

v - комплекс условий случайного испытания ~ (§ 1 гл. 1); 
б - параметр рассеяния неизвестного распределения (§ 7 гл. VI); 
t- медиана распределения случайной величины (§ 1 гл. 111); 
'Н или Хо- свободный член в уравнении линейной регрессии (§ 1 гл. IX); 
)..- параметр распределения Пуассона (§ 4 гл. 11); 
µ-среднее значение нормального распределения (§ 3 гл. 111); 
v- число_сте~еней свободы (§ 7 гл. 111); 

р или р (х1, х2) - коэффициент корреляции двух случайных величин Х1 и Х2 
(§ 2 гл. 111); 

ps - коэффициент ранговой корреляции Спирмена (§ 9 гл. IX); 
Pw - коэффициент внутриклассовой корреляции (§ 4 гл. Vlll); 
а - среднее квадратичное отклонение нормального распределения (§ 3 

гл. Ш); 
а2 -дисперсия нормального распределения (§ 3 гл. 111); 
't' - параметр положения неизвестного распределения (§ 7 гл. VI); 
Ф(и) -символ функции нормированного нормального распределения (§ 4 

гл. III); 

Х2- случайная величина, имеющая х2-распределение (§ 7 гл. 111); статистика 
критерия х2 (гл. VII); 

X2 (v) -символ х2-распределения с параметром v (§ 7 гл. 111); 
Q - множество элементарных событий; достоверное событие (§ 1, 3 гл. 1); 
ro; - элементарный исход случайного испытания ~(§ 1 гл. 1); 
{6);} - элементарное случайное событие (§ 3 гл. 1). 

Буквами латинского алфавита обозначаются: 

d- алгебра случайных событий (§ 2, 3 гл. 1); 
7(, В, ... - случайные события (§ 3 гл. 1); 
а или ао - оценка свободного члена х или х0 в уравнении линейной регрес-

сии (§ 2 гл. IX); 
Ь - оценка коэффициента линейной регрессии ~ (§ 2 гл. IX); 

С~ ~1, ~) - ковариация случайных _величин ii и ~ (§ 2 гл. Ш); 
Dx - дисперсия случайной величины х (§ 1 гл. 11); 

V Dx- среднее квадратичное отклонение случайной величины ,; (§ 1 г.в. 11); 
di - разность значений х1 i-X2 i в случае парных наблюдений (§ 3 гл. VI); 
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D" - статистика критерия Колмогорова (§ 5 гл. Vll); 
l - сл1чайное испытание (§ 1 гл. 1); 

е1 или е;; - случаilные ошибкп в моделях дисперсионного анализа (§ 1, 4, 5 
гл. VIII); 

Ех - математическое ожидание или среднее значение случайной величины х 
(§ 1 гл. 11); -F - случайная величина, имеющая F-распределение (§ 9 гл. 111); статистика 
F-критерия (§ 1 гл. VI; гл. VIII); 

F(v1, v2) - символ F-распределения с параметрами v1 и v 2 (§ 9 гл. 111); 

F(x) -функция распределения случайной величины :: (§ 10 гл. 1); 

f (х) - плотность распределения случайной величины х (§ 1 гл. 111); 
G (у) - производящая функция целочисленной случайной величины (§ 3 

гл. 11); 

Н - статистика критерия Крускала - Уоллиса (§ 7 гл. VIII); 
Но- символ нулевой (проверяемой) гипотезы (§ 2 гл. IV); 
Н1 - символ альтернативной (конкурирующей) гипотезы (§ 2 гл. IV); 
h - частота, оценка параметра р биномиального распределения (§ 1 гл. V); 
h(A) - частота случайного события А (§ 4 гл. 1); 
h(A; п) - частота случайного события А в последовательности п случайных 

испытаний (§ 4 гл. 1); 
k - значение цело•шсленной случайной величины, имеющей пуассоновское 

нли биномиальное распределение (§ 4, 5 гл. 11); 
L - символ функции правдоподобия (§ 1 гл. V); 
т - оценка среднего значения µ нормального распределения или оценка па

раметра /.. распределения Пуассона (§ 1 Г":_ V) ;_ 

та - оценка среднего значения для разностей хн-х2 1 в случае парных на-
блюдений (§ 3 гл. VI); 

MSa - символ среднего квадрата между блоками (§ 5 гл. Vlll); 
МSь - символ межгруппового среднего квадрата (§ 1 гл. VllI); 
MS ... - символ внутригруппового среднего квадрата (§ 1 гл. VIII); 
N (µ; а2) - символ нормального распределения с параметрами µ и а2 (§ 3 

гл. III); 
N (О; 1) - символ нормированного нормальноrо распределения (§ 3 гл. 111); 
п или N - объем выборки (§ 1 гл. IV); 
Р(А) - вероятность случайного события А (§ 5 гл. 1); 
Р(А/В) -условная вероятность события А при реализации события В (§ 6 

гл. 1); 
р- параметр биномиального распределения (§ 5 гл. 11); 
{р;}- распределение вероятностей целочисленной случайной величины (§ 

гл. 11); 
R(x1) или R1 - ранг выборочного значения х; (§ 9 гл. IX); 

~-статистика коэффициента корреляции Пирсона (§ 6 гл. IX); 

rs - статистика рангового коэффициента корреляции Спирмена (§ 9 гл. IX); 
r ... - оценка коэффициента внутриклассовой корреляции (§ 4 гл. VIll); 
SSa - символ суммы квадратов между блоками (§ 5 гл. VIll); 
SSь - символ межгрупповой суммы квадратов (§ 1 гл. VIII); 
SS, - символ общей (полной) суммы квадратов (§ 1 гл. VIII); 
SS,., - символ внутригрупповой суммы квадратов (§ 1 гл. VllI); 
s - оценка среднего квадратичного отклонения а нормального распределения 

(§ 1 гл. V); 
s2 - оценка дисперсии а2 нормального распр~деления ( § 1 гл. V); 
sь - стандартная ошибка выборочного коэффициента линейной регрессии Ь 

(§ 2 гл. IX); 
s,,. - стандартная ошибка вьtборочного среднего т (§ 3 гл. V); 
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t- случайная величина, имеющая t-распределение (§ 8 гл. 111); статистика 
t-критерия (§ 2, 3 гл. VI); 

t (v) - символ t-распределения с параметром v (§ 8 гл. 111); 
U - статистика критерия Вилкоксона - Манна - Уитни (§ 7 гл. VI); 
; _нормированная нормальная случайная величина (§ 3 гл. 111); статистика 

и-критерия (§ 4 гл. VI); · 

W - статистика парного критерия Вилкоксона (§ 8 гл. VI); 

{х;, р;}- распределение вероятностей дискретной случайной величины х 
(§ 1 гл. 11); 

x(I) - выборочное значение, имеющее ранг R; (§ 1 гл. IV); 
Z - оценка медианы ~ распределения (§ 6 гл. V); 
z - фишеровское преобразование коэффициента корреляции Пирсона r (§ 8 

гл. IX); 
z* - преобразование Г. Хотеллинга для коэффициента корреляции Пирсона 

(§ 8 гл. IX). 



ВВЕДЕНИЕ 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ИДЕИ В БИОЛОГИИ 

И ПРЕДМЕТ БИОМЕТРИИ 

Эволюционная теория Ч. Дарвина явилась по существу 
первой естественнонаучной теорией, которая привнесла в ис
следования вероятностный дух. Анализ взаимоотношений меж
ду такими исходными понятиями эволюционной теории, как 
изменчивость, наследственность и отбор, оказался бы несостоя
тельным без того, что сейчас называется вероятностным сти
лем мышления. Развитие математических идей в биологии не
разрывно связано также с именем Г. Менделя и возникнове
нием генетики, законы которой по самой своей. природе явля
ются вероятностными. И сегодня исследование проблем орга
низации, функционирования, взаимодействия и эволюции жи" 
вых систем уже немыслимо . без привлечения идей и методов 
теории вероятностей, математической статистики и других раз
делов математики. 

Еще ученые и мысt11ители прошлых столетий (И. Ньютон, 
П. Лаплас, И. Кант, Д. И. Менделеев и многие другие) при
шли к выводу, что точность и уровень той или иной области 
человеческих знаний определяются степенью использования 
соответствующим разделом науки математических методов. 

Последнее возможно, как правило, при условии проведения 
к о ли чес тв е н н ы х экспериментов и наблюдений, когда до
статочно строго определены основные исходные понятия, ког

да известно, какие величины и как следует измерять. Чрезвы
чайное многообразие проявлений жизни на Земле, изобилие 
биологических форм и функциональных связей приводят, одна
ко, к тому, что биология сегодняшнего дня имеет перед собой, 
а биология дня завтрашнего, по-видимому, будет иметь целый 
ряд к а чес тв е н н ы х задач, где применение математиче

ских, в частности математико-статистических, методов вовсе 

не требуется. Хороший пример тому - сравнительно недавнее 
исследование ленинградского зоолога проф. А. В. Иванова, 
сумевшего выделить новый тип животных Pogonophora. Под
черкнем, что речь идет об открытии типа - высшей системати-



ческой единицы в царстве животных! Недаром эта работа бы
ла удостоена Ленинской премии. Несомненно, качественные 
задачи существуют и будут существовать не только в класси
ческих областях биологии - в систематике, анатомии, гисто
.логии, - но и в таких относительно новых, бурно развиваю
щихся отделах биологии, как генетика, биохимия и биофизика, 
физиология. 

В то же время ни один биолог, в том числе начинающий, 
знакомый с нашей наукой лишь по популярным статьям и 
книгам, не станет отрицать, что ее стволовым направлением, 

ее будущим является развитие мышления, количественного по 
сути, связанного с внедрением методологии и методов наибо
.лее развитых отраслей естествознания - математики, физики, 
химии. 

В самых различных областях теоретической и прикладной 
биологии - биогеоценологии и почвоведении, систематике и 
экологии, генетике и биохимии, биофизике, физиологии, в ча
стных отделах зоологии, ботаники, микробиологии - в насто
ящее время эффективно используется разнообразный матема
тический аппарат. Это теория матриц, дифференциальные и 
интегральные уравнения, теория вероятностей, ма1е~rатическая 
етатистика и т. д. По-видимому, можно утверждать, что прак
тически любой раздел математики (даже столь абстрактный, 
как топология) используется сегодня для решения тех или 
иных биологических задач. 

Биометрия :- область научного знания, охватывающая 
планирование и анализ результатов количественных биологи
ческих экспериментов и наблюдений методами математиче
ской статистики. 

Современный количественный эксперимент включает в себя 
самостоятельное математико-статистическое исследование, ко

торое начинается со статистического планирования экспери

мента, т. е. организации его постановки, и завершается стати

·Стической обработкой полученных результатов. Поэтому био
метрия находит себе все более широкое общебиологическое 
применение, ибо задачи, которые она решает - планирование 
экспериментов и анализ их результатов, - составляют основу 

экспериментальной работы в любой частной области биологии. 
Можно сказать, что биометрия есть математическая культура 
биологического эксперимента. 

Базой для построения статистических моделей в биологии, 
как и в любой другой области естествознания, техники, эко
номики, социологии, явля·ется теория вероятностей. Поэтому 
:мы начинаем курс с изложения основ теории вероятностей. 



«Замечательно, что наука, кото
рая начала с рассмотрения азартных 

игр, обещает стать наиболее важным 
объектом человеческого знания ... 
Ведь большей частью важнейшие жиз
ненные вопросы являются на самом 

деле лишь задачами из теории веро

ятностей». 

П. Лап.~ а с 

ГЛАВА 1 

ОСНОВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕОРИИ 

ВЕРОЯТНОСТЕЯ 

Понятия случайности и вероятности обсуждаются в тече
ние последних двух тысяч лет, что привело к накоплению мно

гочисленных и дополняющих друг друга точек зрения. К на
стоящему времени теория вероятностей сформировалась в ви
де обширной и сложной математической дисциплины, опираю
щейся на методы, заимствованные из различных отделов со
временной математики. Для определения вероятностных поня
тий используется аппарат теории множеств и теории меры, 
функционального анализа, линейной алгебры, топологии и т. п. 
Это превращает теорию вероятностей в высшей степени абст
рактную науку. Глубина развития математического аппарата 
обеспечивает успешное применение теории вероятностей во 
многих областях науки и техники. На вероятностных методах 
основаны контроль промышленной продукции, расчеты артил
лерийской и ракетной стрельбы, траекторий космических аппа
ратов, модели экономических, физических, химических и био
логических процессов. Теория вероятностей успешно применя
ется при планировании и обработке результатов научных экс
периментов, при конкретных социологических и психологиче

ских исследованиях, при проектировании сложных технических 

систем. Трудно назвать хотя бы одну область науки и техни
ки, в которую в той или иной мере не проникали бы вероят
ностные методы. Это дает повод некоторым ученым говорить 
о стохастической революции в современном научном мыш
лении. 

Биометрические методы представляют собой одну из важ
ных областей применения теории вероятностей, имеющей свою 
специфику. Поэтому далее мы будем излагать тот фрагмент 
общей теории, следствия из которого непосредственно исполь
зуются в биометрии и понимание которого необходимо для 
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интерпретации биометрических схем. Ряд других понятий, 
вводимых в первых главах, необходим для целостного пред
ставления и изложения основных идей теории вероятностей и 
служит, образно выражаясь, воротами в стохастический мир. 

§ 1. СЛУЧАЯНОЕ ИСПЫТАНИЕ 

Начнем с представления об испытании, которое будем обо
значать символом 0. Понятие испытания 0 предполагает 
определение некоторого комплекса условий испытания - обо
значим его v - и регистрацию связанного с этим комплексом 

условий наблюдаемого исхода испытаний, который мы будем 
обозначать <о. Комплексы условий и наблюдаемые исходы ис
пытаний могут иметь различную природу. Это физические и 
биологические явления и процессы, «мысленные» эксперимен
ты и т. д. Поясним сказанное несколькими примерами. 

Пример 1-1. Испытание 0 состоит в бросании монеты и 
наблюдении стороны, оказавшейся сверху. Здесь комплекс 
условий у описывается хотя и довольно неопреде.1е11ными, но 
практически одинаково понимаемыми требованиями «правиль
ности» монеты (т. е. предполагается, что монета с11~,,~.:етрич
ная, изготовлена из однородного материала и т. д.), необ:·:о
димости «кувырканиЯ» монеты при падении, отсутствия пре
пятствий на плоской поверхности в окрестности падения мо
неты и т. п. Исходом (J) этого испытания 0 служит наимено
вание верхней стороны упавшей монеты, т. е. имеются два 
вар и ан та исхода ro: «герб:. (ro=ro1) и «решка»· (ro=•ro2). 

Различные варианты исхода ro мы будем называть эле
,,.,ентарными исходами испытания 0 и обозначать той же бук
вой ro, но с различными индексами (1) 1, (J)i, •••• 

Пример !-2. Испытание & состоит в бросании кубика (иг
ральной кости), на каждой грани которого указано чис.rю 
очков (от 1 до 6), и наблюдении стороны, оказавшейся сверху. 
Комплекс условий v здесь имеет тот же характер, что и в 
примере 1-1, а исходом испытания ro служит число очков, ука
занное на верхней грани упавшей кости. Таким образом, име
ются шесть элементарных исходов испытания 0: выпало одно 
очко, выпало два очка и т. д., выпало шесть очков (ro1=1; 
ю2=2; ... ; юв=б). 

Приведенные примеры показывают, что понятия испытания 
0, комплекса условий у и исхода ro являются взаимосвязан
ными понятиями. Исход испытания, а следовательно, и само 
испытание можно определить различными способами в зави
симости от цели или возможности исследователя. Допустим, 
что по условиям игры исследователь различает грани только 

с четными (2, 4, 6) и нечетными ( 1, 3, 5) числами. Тогда ис
ход ro' включает лишь два элементарных исхода: ro; - «чет» 
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и ro; - «нечет», и при том же комплексе условий у мы должны 
говорить об испытании 0 '. 

Пример 1-3. Испытание 0 состоит в скрещивании гетеро
зиготных особей Аа и наблюдении генотипа потомка. Комп
лекс условий у включает образование яйцеклетки, несущей 
аллель А или а, в процессе оогенеза; образование спермия, 
несущего аллель А или а, в процессе сперматогенеза; слияние 
гамет с образованием зиготы; процесс развития потомка до 
той стадии онтогенеза, на которой будет учитываться его гено
тип, и т. д. Исход ro есть генотип потомка. Здесь возможны 
три элементарных исхода: <U 1 - доминантная гомозигота АА, 
<U2 - гетерозигота Аа и rоз - рецессивная гомозигота аа. Ес
.ТJи исследователь учитывает лишь сумму гомозигот АА и аа, 
мы должны говорить об испытании 0 ', комплексе у.словий у 
и исходе ro' с двумя элементарными исходами: ю~ - гомози-
гота АА или аа и ю;- гетерозигота Аа. Если исследователь 

не в состоянии различить потомков АА и Аа, мы должны рас
сматривать испытание 0 ", комплекс условий у и исход ro" 
с двумя элементарными исходами: ro; - потомок имеет до
минантный признак (генотип АА или Аа) и ffi; - потомок име
ет рецессивный признак (генотип аа). 

Пример 1-4. Испытание 0 состоит в измерении роста при
зывника в военкомате. Здесь комплекс условий 'V описывается 
инструкцией по измерению антропометрических показателей, 
а исход (!) есть записываемое в журнал число, характеризую

щее рост призывника в сантиметрах. Элементарными исходами 
ffit служат целые числа из некоторого диапазона, определяе

мого наименьшим и наибольшим измеренным ростом. 

Любое измерение количественного, или мерного, признака, 
производимое, скажем, с помощью линейки, торзионных весов, 
спектрофотометра и ·т. п., может быть представлено как испы
тание 0. Комплекс условий v будет определяться всеми теми 
предосторожностями, которые предусматривает научная мето

дология измерения данного показателя. Наблюдаемый исход 
ro есть регистрируемое числовое значение. Вследствие конеч
ной точности любого измерительного прибора элементарными 
исходами такого испытания являются рациональные числа. 

Однако теория дальнейшей математической обработки резуль
татов измерений ·становится, как правило, гораздо проще, если 
допустить возможность бесконечно точного измерения, т. е. 
допустить в качестве элементарных исходов rot любые дейст
вительные числа. 

Рассматривая испытание 0, в теории вероятностей пред
полагают, что это испытание может быть реализовано б е с-А
к о н е ч но е число раз. Мы абстрагируемся, отвлекаемся от 
ограниченности наших сил и средств и предполагаем возмож-
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ность бесконечного повторения одного и того же комплекса 

условий у. 
При этом возможны два принципиально разных отноше

ния между комплексом условий у и исходом ro. С одной сто
роны, при повторении комплекса условий у мы можем всегда 
получить один и тот же единственный элементарный исход 
ro0; такое испытание 0 будем называть детерминированным, 
т. е. однозначно определенным. С другой стороны, при повто
рении комплекса условий у мы можем в разных реализациях 
получать различные элементарные исходы rot: иногда - эле

ментарный исход ro1, иногда - ro2 и т. д.; такое испытание 0 
будем называть недетерминированным. 

Недетерминированное испытание часто называют случай
ным испытанием (все приведенные выше примеры - это при
меры случайных испытаний). Предварительно мы также вос
пользуемся этой терминологией, отложив на дальнейшее бо
лее строгое определение понятия случайности. Здесь лишь от
метим два смысловых оттенка, связанных со словом «случай». 
Во-первых, случайность может означать непредсказуемость 
того или иного явления. Этот смысловой· оттенок используется, 
когда мы говорим, что, зная комплекс условий у случайного 
испытания 0, нельзя однозначно предсказать элементарный 
исход rot в какой-то конкретной реализации. Во-вторых, - и 
такой смысловой оттенок нам представляется главным в рам
ках рассматриваемых далее математических схем - случай
ность испытания 0 указывает просто на то, что при одном и 
том же комплексе vсловий в разных реализациях возможны 
разные случаи, приводящие к различным элементарным 

исходам ro 1• Другими словами, в комплекс условий у не вхо
дит ряд характеристик, воздействующих на исход конкретного 
испытания. 

Нередко можно указать множество Q={ro1} всех воз
можных элементарных исходов случайного испытания. Такая 
ситуация имеет место в примерах 1-1, 1-2 и 1-3. В примере 1-4 
диапазон допустимых значений· признака может быть выбран 
достаточно широким, чтобы наверняка включить в себя зна
чение роста любого призывника, тогда указанный числовой 
диапазон будет служить в качестве множества элементарных 
исходов Q. Приведем еще несколько примеров. 

Пример 1-5. Наблюдение пола новорожденного есть слу
чайное испытание с двумя возможными элементарными исхо
дами: ro1 - родился мальчик, ro2 - родилась девочка. 

Пример 1-6. Измерение диаметра колонии дрожжей в чаш
ке Петри может дать любое числовое значение, заключенное 
между нулем и величиной диаметра самой чашки. В этом слу
чае множество элементарных исходов есть отрезоg числовой 
оси Q= [О, d], где d - диаметр чашки Петри. 

Пример 1-7. Определяется процент насекомых, погибших от 
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воздействия некоторой дозы ядохимиката. Хотя от опыта к 
опыту этот показатель может варьировать, очевидно, что мно.: 

жество возможных элементарных исходов такого случайного 
испытания есть множество действительных чисел, заключенных 
между О и 100. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что всегда выпол
няется описанное требование п о л н о й о п р е д е л е н н о
ст и множества элементарных исходов Q={rot}. 

Многие био.11огические явления, описываемые при помощи 
понятия случайного испытания, допускают представление в 
виде простых и наглядных моделей, которые в дальнейшем мы 
будем называть модель «урна» и модель «мишень:.. 

Модель «урна». В урне находятся неразличимые на ощупь 
шары. Каждый шар имеет свой цвет (или какой-то другой 
отличительный признак). Имеется п 1 шаров первого цвета, 
n2 - второго, ... , nт - r-го цвета; всего в урне n=n1 + ... + 
+nr шаров. Случайное испытание состоит в выборе наугад 
шара из урны с регистрацией в качестве исхода цвета шара. 
Если выбирается каждый раз по одному шару, то исход та
кого случайного испытания можно представить множеством 
элементарных исходов Q={ro1, ro2, .•. , ro7}, каждый элемент 
Фi которого соответствует вытаскиванию из урны шара i-го 
цвета. Модель «урна» допускает и другие правила извлечения 
шаров, что делает ее весьма гибким инструментом интерпре
тации теоретико-вероятностных понятий (см. задачу 1-7). 

Модель «мишень». Имеется плоская мишень - квадрат еди
ничной площади, левый нижний угол . которого расположен в 
начале координат, а стороны совпадают 

с лучами, ограничивающими первый У 
квадрант (рис. 1) . В мишень бросается 
сточка», т. е. объект, размерами которо- •Шt=(xt ,yt) 
го :можно пренебречь. Исходом испыта-

Рис. 1. Модель «мишень». 
Элементарными исходами случайного испытания яв
ляются все точки единичного квадрата \;!. l(аждыll эле-
ментарный исход представляет собой точку с координа-

тами (х, у): w 1 =(x1, у 1 ),О .;:x.;:l,O<y<l. 

х 

ния является попадание точки в одну из точек квадранта. Та
ким образом, элементарный исход такого испытания представ
ляет собой точку квадрата с координатами Фt = (xt, Yt), где 
О.,.;;: Xt.,.;;: 1 и О.,.;;: Yt.,.;;: 1, а само множество элементарных ис
ходов Q совпадает с этим квадратом. Модель «мишень» мо
жет иметь несколько модификаций, например множество Q мо
жет быть не квадратом, а произвольной частью плоскости, ча
стью прямой линии, частью трехмерного пространства и т. д. 

До сих пор мы описывали случайные испытания языком, 
«естественным» для исследователя, работающего в той или 
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иной конкретной области. Этот язык обладает несомненными 
достоинствами наглядности и общедоступности. Однако на
званные достоинства затрудняют его использование при по

строении строгих математических схем. Поэтому, по крайней 
мере на время, мы должны пожертвовать наглядностью и об
ратиться к более формальному языку математики. Вспомним 
вначале элементы теории множеств, которые мы уже «неза

метно» прив.1енали в ходе предшествующего изложения. 

§ 2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

Исходное «универсальное» множество, с которым «работа
ют» в теории вероятностей, есть совокупность Q элементар
ных исходов rot, что обозначается при помощи записи Q= 
={rot}. Тот факт, что элементарный исход rot является эле
ментом множества Q, записывается как ro1e:Q. 

Используя только часть элементов множества Q, можно об
разовывать другие, отличные от Q, множества. Множество А 
будет считаться определенным, если для любого элемента 
roe:Q можно сказать, принадлежит элемент ro множеству А 
(roEA) или элемент ro не принадлежит множеству А. Случай 
непринадлежности элемента ro множеству А будем обозначать 
roEA. . 

Пример 1-8. При бросании игральной кости универсальным 
множеством Q={ro1, ••• , ro6} является множество, состоящее 
из чисел 1, 2, ... , 6. Подмножеством этого множества будет, 
например, множество А={2, 4, 6}, соответствующее тому, что 
в результате случайного испытания выпало четное число оч
ков. Здесь множество А определено прямым перечислением 
входящих в него элементов: 2е:А, 4е:А, 6е:А. Остальные эле

менты не принадлежат А: le:A, Зе:А, 5е:А. 
Если множества Q и А бесконечны, множество ·А нельзя 

задать прямым перечислением элементов. Тогда А считается 
заданным, если указано свойство элементов roe:Q, делающее 
их элементами множества А. 

Пример 1-9. Отрезок А= [О, 1], состоящий из бесконечного 
числа точек, определен как множество указанием, что он со

держит все действительные числа, обладающие свойством 
О~щ~ 1. Здесь роль Q выполняет множество всех действи
тельных чисел. И для любого rotEQ мы можем указать, при
надлежит .1и этот элемент множеству А= [О , 1], проверив для 
этого з.1емента выполнение указанного неравенства. 

Если каждый элемент множества А является элементом 
множества В, то это соотношение условно записывается 
А =В и читается «множество А содержится в множестве В» 
или «множество А есть подмножество множества В». Очевид
но выполнение следующих свойств отношения s, J{Оторые де-
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лают его очень похожим на отношение обычного неравенства 
для чисел: 1) для любого множества А имеет место А=А; 
2) если А=В и В=А, то А= В; 3) если А=В и В=С, го 
А~С. Запись А=С означает, что все элементы множеств А и 
В совпадают. В ситуации, когда А=В и A=l=B, используется 
обозначение АсВ. 

Пример 1-10. При подбрасывании игральной кости множе
ство четных чисел А={2, 4, 6} есть подмножество множеств 
8 1={1, 2, 3, 4, 5, 6} и В2= {2, 3, 4, 6}. При этом можно ви
деть, что А=В1, В2=В1 и А=В1. 

Для любого множества А имеет место соотношение A~Q, 
т. е. все наши множества суть подмножества универсального 

множества Q. Введем особое множество, обозначаемое далее 
знаком eJ, которое обладает противоположным сравнительно 
с множеством Q свойством: для всех множеств А имеет место 
соотношение eJ=A. Поскольку множество eJ, обладающее та
ким свойством, не может содержать ни одного элемента, по
сто.11ьку множество eJ получает наименование пустого множе
ства. Заметим, что любое множество А «заключено» между 
пустым :множеством eJ и универсальным множеством Q в 
смысле выполнения соотношения eJ ~А =·Q. 

Пример 1-11. Элементарные исходы при бросании монеты 
суть ffit - «герб» и ffi2 - «решка», а универсальное множест
во Q={ffi1, ffi2}. Перечислим все подмножества множества 
Q: eJ, {to1}, {ffi2} и Q={w1, ffi2}. Здесь {ffii} - множество, со
стоящее из единственного элемента ffiiEQ. 

Необходимо различать элемент щ и одноэлементное мно
жество {ffii}, так как они обладают совершенно разными тео
ретико-множественными свойствами и по-разному относятся 
к универсальному множеству Q: ffii принадлежит Q как эле
мент, что записывается как ffiiEQ; {щ} входит в Q как под
множество, что записывается {щ} =Q. 

По аналогии с функцией многих переменных y=f (х1 , ••• , 

Xn) в теории множеств вводятся опер а ц и и B=f(A 1, ••• , 
An), ставящие в соответствие м1-южестиам А 1, ••• , An множе
ство в. 

Важной операцией является взятие дополнения А множе
ства А до всего множества Q. Дополнение А множества А есть 
множество, состоящее Из всех элементов Q, не входящих в мно
жество А. 

Пример 1-12. При бросании игральной кости дополнением 
множества А={2, 4, 6} будет множество В=А = {1, 3, 5}, 
•по соответствует выпадению нечетного числа ечков. 

Вводятся операция объединения множеств А 1 и А2, обо
значаемая B=A1UA2, и операция пересечения множеств А 1 
и А2, обозначаемая В=А1ПА2• Объединение B=A 1UA2 мно
жеств А 1 и А2 есть множество, состоящее из всех тех э.~емен-
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тов множества Q, которые входят по крайней мере в одно из 
· !.шожеств А 1 и.пи А2 . Пересечение В=А1ПА2 множеств А1 и А2 
есть множество, состоящее из всех тех элементов 1.JНожества 

Q, которые одновременно входят в множество А 1 и в множе
ство А2. 

Пример 1-13. При бросании игральной кости объединением 
множеств А 1 ={2, 4} и А2 ={4, 6} будет уже знакомое нам 
множество B=A1UA2= {2, 4, 6}, соответствующее выпадению 
четного числа очков, а пересечением этих множеств будет 
одноэлементное множество В=А1ПА2= {4}, состоящее из од
ного элементарного исхода 4e:Q. • 

Операции объединения и пересечения множеств естествен
но обобщаются на случай любого числа множеств: B=A1UA 2U 
... UA-nU... и В=А1ПА2П .. . ПАnП· ... Если число множеств ко
нечно и равно· п, то их объединение (пересечение) обознача
ется U 7=1 А1 (nf=1 А1); аналогично записывается объединенИе 
(пересечение) бесконечного числа множеств: U~1 Ai <Пr'=i Ai); 
когда объединяться (пересекаться) может как конечное число 
множеств, так и бесконечное, тогда мы будем использовать 
обозначение U1A; (П;А1). 

В теории множеств обычно рассматриваются не изолирован
ные множества, а их совокупности, в которых отдельные мно

жества связаны между собой определенными операциями и со
отношениями. Среди таких совокупностей особый интерес для 
теории вероятностей представляет так называемая алгебра 
множеств. Совокупность множеств d называют алгеброй, если 
ддя нее выполнены следующие условия: 

1) Qe: d (принадлеж,ность множества алгебре обознача
ется тем же символом, что и прпнадлежность элемента мно

жеству); 
2) 0Е d; 
3) если А, Ве: d, то·и AUBe: d; 
4) ес.11и А, Ве: d, то и АПВе: d; 

· 5) если А Е d , то и А Е d. 
Иными словами, алгебра d «замкнута» относительно опе

раций объединения, пересечения и взятия дополнений мно
жеств. Математик сказал бы, что это не просто алгебра, а 
сигма-алгебра, так как замкнутость d имеет место для· бес
к он е ч н ы х пересечений и объединений. Но мы позволим 
себе небольшую неточность, чтобы не делать терминологию 
сю1шком громоздкой. 

§ 3. СЛУЧААНОЕ СОБЫТИЕ 

Одним из важнейших понятий теории вероятностей ЯВJlЯ
ется понятие случайного события. Теперь, используя резуль
таты двух предыдущих параграфов, мы можем его опреде
.11пь. 
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Выше мы ввели Q={ffit}-универсальное множество эле
ментарных исходов случайного пспытания <S; расс:мотрел11 
подмножество A~Q 11 зад~лп a.'!reбj)y .51(, • Случайное собы
тие А есть такое подмножество А множества элементарных 
исходов Q, которое одновременно яв.11яется элементом алгеб
ры d. В связи с этим определением алгебру .51(, в теории веро-
ятностей называют алгеброй случайных событий. 

Пример 1-14. Рассмотрим множество элементарных исходов 
случайного испытания, состоящего в бросании :монеты Q= 
= {ro1, ro2}. Множество в с е х подмножеств множества Q 
естественно замкнуто относительно теоретико-множественных 

операций: 

1) 0 =0, \w1 \ = {.:n2 J, (w2 1 = {w1\, О= 0; 
2) 0 U \w1} = \w1.J, 0 U \w2 J = (w2 J, 0 UO =О, {ю1 \ U \w2 } =о. 

{w1\U0=0. /11>2\UO=O; 
3) 0n{ю1}=0. 0n\w2}=0, 0no=0, \w1\n\102\=-0. 

{w1\nO=(w1}, {w2\nO={w~J. 

СледоватеJ1ьно, множество всех подмножеств :множества 
элемен·тарных исходов Q явдяется а.1rеброй случайных собы
тий d. Поэтому подмножества eJ, {ro1}, {ro2}, Q = {ro1, ro2} суть 
случайные события. Однако множество всех подмножеств Q от
нюдь не единственная система, образующ:.ш ашебру st. 

Пример 1-15. Рассмотрим множество элементарных исходов 
случайного испытания, состоящего в бросании игральной кос
ти: Q={ro1, ... , ro&}. Предложим в качестве случайных собы
тий следующую совокупность подмножеств множества Q: 0. 
А= {1, 3, 5}, В={2, 4, 6}, Q. С помоiцью прямого перечисле
ния, как это было сделано в предыдущем примере, нетрудно 
убедиться в замкнутости данной совокупности относительно 
операций объединения, пересечения и дополнения множеств. 
т. е. опа образует алгебру .51(,, и, следовательно, eJ, А, В, Q 
можно рассматривать в качестве случайных событий. Такая 
совокупность случайных событий является естественной мате
матической моделью случайного испытания, когда нас интере
сует лишь выпадение четного и.11и нечетного числа очков. 

Пример 1-16. При определении содержания ДДТ в траве 
для установ.'!ения пригодности поля s качестве пастбища важ
но не само измеренное значение, а ответ на вопрос: превыша

ет ли оно допустимый санитарный уровень С? Иными слова
ми, интерес представляет пе какой-то элементарный исход 
{ro1}, но с.11учайное событие {ro1 <С}. 

Таким образом, необязательное совпадение совокупности 
(алгебры) случайных событий .sf, с множеством всех подмно
жеств Q дает в руки псследовате.1я гибкий аппарат описания 
исходов с.11учайного испытания, позволяющий приспосабливать 
этот аппарат к решению конкретных задач. 
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Введем следующий принцип осуществления событий: сду
чайное событие As;;Q пр о исход и т тогда и только тогда, 
когда прн случайном испытании имеет место элементарный 
ясход (J) 1, входящий в множество А, т. е. (J)1EA (рис. 2, а). 
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Рис. 2. Случайные события и операции над ними. 
а - событие, состоящее в попадании в множество А, осуществляется тогда и 

только тогда, когда элементарны/! исход "'t случайного испытания есть эле11ект 

множества А: llJt Е А. 

li - событие, состоящее в попадании в множество А (в незаштркховаккую часть 
множества О ), происходит тогда к только тогда, когда ие происходит событие А, 
состоящее в попадании в множество А: 

в - событие, состоящее в попадании в множество В = А 1 U А2 (в иезаштрихован
ную часть множества О), происходит тогда н только тогда, когда или происходит с0-
Сiытне, состоящее в попадании в множество А1 (исход ro 1), или событие, состоящее в 
нопа,11.ании в множество А2 (исход u:2), или событие, состоящее в попадании в 
множество А, 11 в множество А, (11сход ~т 8); 

г - событие, состоящее в попадании в множество В= А, л А2 (в иеэаштрихо
ваииую часть множества О ), происходит тогда и только тогда, когда одновременно 
происходят событие, состоящее в попадании в множество А 1 , и событие, состоящее 
в поп&данни в множество А, (исход "'t ); 

д - нз осуществления события, состоящего в попадании в множество А (ис-
ход ro1), следует осуществление события, состоящего в попадании в множество В, 

еодержащее множество А: А S В. 

Про э.'lементарные исходы, входящие в множество А, говорят, 
что они б л а г о п р и я т с т в у ю т событию А. 

Заметим, что каждому элементарному исходу щЕQ мож-
1ю сопоставить событие Ai=Q, представляющее собой одно
элементпое множество А;: {ffii}=Q. Та1<ие одноэ.пементные с.1у
чайные события называют элементарными случайными собы
тиями. Таким образом, мы получаем возможность интерпре
тировать э.'lементарные исходы ffiiEQ как элементарные собы
тия {(J);}=Q. 
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Опишем теперь в теоретико-вероятностных терминах опе
рации над событиями. 

Случайное событие В=А происходит тогда и то.1ько тогда, 
когда не происходит событие А (рис. 2, б). 

Случайное событие B=A1UA2 происходит тогда и только 
тогда, когда происходит одно из событий А1 и А2 или оба они 
происходят вместе (рис. 2, в). Аналогично случайное событие 
В = U;Ai происходит тогда и только тогда, когда происходит 
по крайней мере одно из событий А,, ... , Ak, .... 

С.11учайное событие В=А 1М2 происходит тогда и только 
тогда, когда происходят одновременно события А1 и А2 
(рис. 2, г). Ана.погично событие В=П;Аi происходит тогда и 
то.r1ько тогда, к~гда все события А 1, ••• , Ak, ... происходят сов
местно. 

Если А1ПА2=е5, то эти события называются несовместньt
.ми. Например, событие А и его дополнение А несовместны. 

Если произошло событие А и имеет место соотношение 
А =В, то произошло и событие В (рис. 2, д). Поэтому, когда 
имеет место соотношение As;;;;B, мы будем говорить, что собы
тие А влечет событие В. Понятно, что событие Q сле
дует из .11юбого элементарного соб_ытия {ro;}, которое происхо
дит при появлении элементарного исхода ro;. Иными словами, 
событие Q осуществляется при любом исходе случайного испы
тания и может быть названо достоверным событием. Событие 
е5 не следует пи из одного элементарного события, т. е. не 
осуществляется ни при каком исходе случайного испытания. 
Это позволяет назвать событие f2J невозможныл-~ событuед. 

§ 4. ЧАСТОТА СЛУЧ_АИНОГО СОБЫТИЯ 

Случайное испытание 0 повторим п раз ( 0 1, 0 2 •.•• , 0 n), 
регистрируя каждый раз наступление некоторого с"1учайного 
события А из алгебры событий .s4 . Величщ1а h (А; п; 0 1 • 

. . . , 0 n), равная частному от деления числа испытаний пА. 
в которых произошло событие А, на общее число испытаний: 
п, называется относительной цастотой, или просто- цастотой, 
события А в данной серии из п реализаций случайного испы
тания 0. Для простоты обозначение h (А; п; 0 ,, ... , 0 n} 
мы будем заменять на h (А; п). 

Очевидны следующие свойства частоты, верные для лю
бой серии испытаний (см. также задачу I-4): 

1. Для любого события АЕ d имеет место неравенство 
O~h(A; n)~l. 

2. Если A=·Q, то h(A; n)=l. Однако обратное неверно: 
если частота h (А; п) = 1, это не означает, что А есть собы
тие достоверное. 

3. Если A=ef, то h(A; n)=O. Обратное неверно: если ча-
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стота h(A; п)=О, то это не означает, что А-~1евозможнос 
событие. 

4. Ес"1и дюбые два события А;, Aj из группы событий А1, 
•.. , A1i попарно несовместны (А;ПАj = eJ, i =1= j), то 

h ( U7=1 А 1 ; п) = ~:=1 lz (А 1 ; п). 

Повторяя серии из п испытаний, мы будем по.1учать в раз
ных сериях, вообще говоря, разные частоты события А. В са
мом де.'lе, кого удивит, что в одной серии из трех бросаний 
монеты «герб» выпадает два раза, а в другой - один раз? 
Частота события А, состоящего в выпадении «герба», в пер
вой серии будет равна h1 (А; 3) =2/з, а во второй - h2 (А; 3) = 
= 1/ 3• Однако для достаточно обширного класса случайных 
испытаний частоты событий при увеличении длины серии име
ют тенденцию ст а б и л и з и р о в а т ь с я около определен
ного числового значенllя h(A) и тем самым становиться не
зависимыми от конкретной серии испытаний. Таким образом, 
частота события А становится характеристикой самоr.о .слу
чайного события А E.sf, безотносительно к конкретной реа
лизации с.1Jучайного испытания 0. Случайное испытание, со
стоящее в бросании монеты, - это типичный пример стабили
зации частот: для «правильной» монеты неоднократно уста
навливалось, что в длинных сериях частота появления «гер

ба» мало отличается от 1/ 2• 

Так, например, Ж. Бюффон в 1777 г. получил h (А; 4040)::::; 
=0,5069; А. де Морган (начало XIX в.) -h (А; 4092) =0,5005; 
У. Джевонс (1887 г.)-h 1 (А; 10240)=0,5036 и lt2 (А; 10240)= 
=0,5100; В. И. Романовский ( 1912 г.) -h (А; 80 640) =0,4923; 
К. Пирсон (1926 г.)-h1 (А; 12000) =0,5016 и h2(A; 24000) = 
= 0,5005; Дж. Керрих ( 1946 г.) -h (А; 10 ООО) = 0,5067 (см. 
также рис. 3). · · 

Подобными «генераторами» стабильности частот явJ1яются 
бросание игральной кости, вращение ру.1етки и т. п. 

Многие биологические процессы сопровождаются стабили
зацией частот некоторых событий: довольно стабильны часто
та появления новорожденных определенного пола, частота 

различных заболеваний, частота вступления в брак в разных 
возрастных категориях, частота появления определенных гено

типов в определенных скрещиваниях и т. п. Физические про
цессы также служат обильным источником примеров генерато
ров стабш1ьны'Х частот: попадания космических частиц в счет
чш< Гейгсра - Мюл.~ера; появления флуктуаций заданной ве
личины во всех процессах, изучаемых статистической физи
кой; попадания капель дождя на некоторую поверхность 
и т. д. 

Выбранные нами моде.'111 случайных испытаний: модель 
«урна» и моде.'IЬ «мишень» -'- одповременно могут служить ,и 
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генераторами стабильных частот. Многочисленные экспери
менты, состоящие в изв.11ечении (наугад, с пос.11едующим воз
вращением и тщательным перемешиванием). шара из урны, 
rюказывают, что частота появления шаров данного цвет.а 

устойчива и колеблется око.тю числа, равного доле шаров этo-

/ li(A; ri.) 
1,ос,· -

~~ 
f' ~ DQ ~ 
? ьР \ рРсР 1ъ_, 

.j ;гf ~ 1 11 eq_- ~-..: ~ . · ,it'I . •". ?-•. •. ~,д ~ 4to~~~ h(A) 
q",1· ·- ~-л-~~ ,,--W'- 6,:,.1:/'ts. ~'Ч{}J~""'-Cd~q;--

~;. tl • \ "с:. ~ 
'}/'' о дд'°' 
/!J~ ;.,/· ·"" r 

111 ·Jfc. 
[.1111111,'' '' 1111I•1' 111111l1111111111111/111111111l1111111111111" !~.-' 

О 10 20 JO 100 200 ·:Je 
Рис_ 3. Результаты трех серий экспериментов с монетой ("по 1000 бросаний 

в каждой серии). 
h (А; n) - частота выпадения «герба:.. 

го цвета в урне. Например, А. Кетле (1846 г.) вынимал 
4096 раз с возвращением шар из урны, содержащей 20 белых 
и 20 черных шаров, и получил h(A; 4096) = 0,5044. Если же 
наугад бросать точку в мишень, то частота попадания "точки 
в какую-либо часть мишени стабилизируется около величины, 
пропорциональной площади этой части. Проаедите экспери
мент: выставьте несколько раз на моросящий дожди~ шю
скую фанеру с очерченной на ней произвольной фигурой и 
подсчитайте частоту попаданий дождинок в эту фигуру. Дож
дик должен быть слабым, а экспозиция - недолгой, чтобы сле
ды от капелек пе сливались. Практиче<;кая работа статистика 
(в частности, биометрика) требует простого и доступного 
генератора стабильных частот; эту роль играет таблица слу
чайных чисел (табл. 1 Приложения, см. гл. IV, § 3). 

Об эмпирической стабилизации частоты события А мы бу
дем говорить только в случае выполнения следующих требо
ваний: 

1. Проведено до ст ат очно много до ст ат очно 
д л и н н ы х серий реализаций испытания & . 
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2. Среди всех серий реализаций случайного испытания & 
доля тех серий, в которых частота h(A; п) события А отли
чается от числа h (А) больше, чем на некоторое до ст ат о 11-

1-1 о мал о е число в>О, пр е неб режим о мал а. 
Далее, говоря о случайных испытаниях, мы всегда будем 

предпо.'lагать стабильность частот всех событий, входящих в 
алгебру случайных событий .91-. 

В приведенном описании стабилизации частоты события А 
специально подчеркнута неопределенность: «достаточно мно

го:. серий, «достаточная длина» серии, «достаточно малое число 
в>О», «пренебрежимо малая» доля. В каждой конкретной сфе
ре исследования указанная неопределенность получает свою 

ко.~ичественную оценку исходя из специфики требований к точ
ности исследования и из возможности исследователя. 

В заключение параграфа резюмируем все ограничения, ко-
. торые были наложены на употребление слов «случайное ис
пытание & »: 1) в случайном испытании определено множество 
элементарных исходов Q; 2) зафиксирована алгебра случайных 
событий d, состоящая из подмножеств множества Q; 3) для 
каждого с.пучайноrо события А из алгебры случайных собы
тий · d определена стабильная частота li (А), зависящая то.1ь
ко от самого испытания & и от события А, но не от конкрет
ной серии реализаций случайного испытания & . Тем самым 
из очень широкого класса недетерминированных испытаний 
выделена сравнительно узкая область явлений, которые :мы и 
называем сJiучайным испытанием. 

§ 5. ВЕРОЯТНОСТЬ СЛУЧАИНОГО СОБЫТИЯ 

Развивая представления о случайных испытаниях, мы на
чали с обсуждения некоторых экспериментальных схем и вве
.1и понятие множества элементарных исходов Q (~ 1). Необ
ходимость обобщения этих представлений потребовала прибег
нуть к аппарату теории множеств (§ 2) и ввести понятие 
ttлгебры d и сJiучайного события А (§ 3). В рамках конкрет
ных экспериментальных ситуаций мы рассмотрели затем важ
нейшую характеристику случайного испытания - частоту слу
чайного события h (А) (§ 4). Теперь необходим следующий 
этап построения математического аппарата: на смену понятию 

частоты мы должны ввести строго определенное, а к с и о м а

т и чес к о е понятие вероятности случайного события Р (А). 
При этом понятие и ·свойства вероятности естественно форму
.пировать таким образом, чтобы они практически совпадали с 
·понятием и свойством частоты, т. е. были бы приложимы к 
анализу широкого класса экспериментов. Введем аксиоматику 
теории вероятностей, предложенную замечательным отечест
венны~1 математиком А. Н. Колмогоровым в 1933 г. 
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Вероятностью случайного события А называется функци'я 
Р (А), заданная па алгебре случайных событий с# и обладаю
щая следующими свойствами: 

Аксиома 1. Вероятнос.ть любого случайного события есть 
Jiеотрицательное число: Р(А) ~О. 

Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна еди
нице: P(Q) · 1. 

Аксиома 3. Если события А 1 , ••• , Ak, ... попарно несов
местны: АiПА;=!О, i=l=j, то вероятность объединения этих со
бытий равна сумме их вероятностей: 

Р (U1 А1 ) =~iP(Ai). 

Тройка математических объектов (Q, d, Р), сопоставляе
мых случайному испытанию 0, называется вероятностным 
пространством. Теперь, с появлением понятия вероятностного 
пространства, можно приступить к построению т е о р ·и и в е

р о я т но ст е-й: вероятностное пространство (Q, d, Р) есть 
математический образ реального случайного испытания cS и 
далее бvдет отождествляться с этим испытанием. 

Еще" раз подчеркнем, что математическая схема (Q, d, 
Р) извлекает из реального случайного эксперимента cS лишь 
наличие множества возможных исходов и стабильных частот. 
оставляя за своими рамками «непредсказуемость» исхода кон

кретной реализации случайного испытания. 
Рассмотрим простейшие следствия из принятых аксиом. 

1. Вероятность Р (А) - дополнительного события А к со
бытию А - определяется формулой 

PiA)= 1- Р(А). 

Доказательство. Рассмотрим некоторое событие Aed. 
Из замкнутости .sf, относительно операции взятия дополнения 

следует, что Aed. Поскольку А, Aed, то по замкнуто

сти .sf, относительно объединения имеем AUAed. Следова
те:1ыю, определены вероятности событий Р (А), Р(А)~ 
P(AUA). Так как АПА =!О (см. § 3), то по аксиоме 3 
P(AUA) =Р(А) + Р(А). Однако AUA=Q и P(Q) = 1. Сле
довательно, 1 = Р (А) + Р {А), откуда имеем искомый результат. 

2. Вероятность невозможного события равна нулю: Р(!О) =0. 
3. Если А=В, то Р(А) ::;;;;,Р(В). 
4. Вероятность любого события заключена между нулем и 

единицей: О::;;;;,Р(А)::;;;;, 1. 
5. Для любых событий А и В имеет место соотношение 

P(AUB) = Р(А)+Р(В)-Р(АПВJ. 
Проведем подробное доказательство этой важной форму

лы. Очевидны два следующих соотношения: AUB=BU(AПB), 
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А = (АПВ) U (АПВ), в которых правые части имеют вид 
объединения несовместных событий. Несовместнос.ть событий 
в правых частях позволяет применить к обоим соотношениям 
аксиому 3, что дает два уравнения: P(AUB) = Р(В) + 
+Р(АПВ) и Р(А) = Р(АПВ) + Р(АПВ). Вычитая из пер
вого уравнения второе и приводя подобные члены, получим 
искомую формулу, которая носит название формулы сложе
ния вероятностей. 

§ 6. УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ И НЕЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИИ 

Пусть (Q, d, Р) - вероятностное пространство, описы
вающее случайное испытание 6. Выберем из алгебры событий 
.st. некоторое событие В, имеющее ненулевую вероятность: 
Р(В)>О. Рассмотрим функцию Р(А/В), определенную для 
любого события Ае d соотношением 

Р(А/В) = Р(А f1 В). 
Р(В) · 

Можно показать, что Р(А/В) удовлетворяет аксиомам теории 
вероятностей, т. е. является вероятностью (задача 1-5). 

о 

Выясним содержательный смысл новой вероятности 

у 

Р(А/В), полученной пока формальным пу
тем. Обратимся с этой целью к модели «ми
шень» (рис. 4) и предположим, что произо
шло событие В, т. е. наугад брошенная точ-

Рис. 4. Вероятность попадания наугад брошенной 
точки в множество А, когда известно, что эта 
точка порала в множество В, равна отношению 
п.~ощади А'=АПВ к площади !J.'=B. Эта веро
ятность и есть условная вероятность Р(А/В) со-

бытия А при реализации события В. 

ка попала в множе~тво В. Как влияет реализация события В на 
вероятность появления события А? Когда событие В имеет с со
бытием А непустое пересечение (А П В =1= 0) и одновременно не
полностью содержится в А (В ПА =1= 0), тогда появление собы
тия В не определяет однозначно реализацию события А: если 
элементарным исходом испытания была точка w1 е А П В, то 
событие А произошло, а если таким исходом бы.'lа точка w2 Е 

Е А n В, то событие А не произошло. Информация о появлении 
события В сужает множ.ество возможных элементарных исходов 
случайного испытания - вместо множества Q теперь достовер
ным событием выступает МНQ}Кество Q" = В. 

Аналогично отсекаются эдементарные исходы, принадлежа
щие множеству АПВ, и теперь событию А благоприятствуют 
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не все элементарные исходы, состав.~яющие А, а лишь те, ко
'ТОрые входят в пересечение А'=АПВ. Поскольку в модели 
«:vшшень» устойчивость частоты событий, а следовательно, и 
их вероятности определяются долей площади S (А) соответ
ствующего множества А от площади S (Q) всего множества 
элементарных исходов, то появление события В изменяет ве
роятность Р(А) =S(A)/S(Q) на новую величину Р'(А) = 
=S(A')/S(Q')=S(AПB)/S(B). Поделив числитель и. знамена
те.1ь последней дроби на S (Q), по:1учаем для вероятности по
яв.т~Е>ния события А при условии реа.rшзации события В выра
жение Р'(А) = Р(АПВ)/Р(В). 

Приведенные выше соображения позволяют, таким обра
зом, интерпретировать Р(А/В) как условную вероятность со
бытия А при реализации В. Из опреде.r~ения условной вероят-
1юст11 сразу же следует формула у.множения вероятностей: 

Р(АПВ) = Р(А / В)·Р(В). 

Не нужно забывать, что формула умножения вероятностей 
опреде.r~ена .'!ишь тогда, когда Р(В) >0. 

Из по..-1ученной формулы следует также, что 

Р(АПВ)=Р(В/ А)·Р(А) 

при условии, что Р(А) >О. 
Пусть Р(А) >0, Р(В) >0. Будем говорить, что вероятность 

события В не зависит от реализации события А, если услов
ная вероятность события А при реа"1изации события В сов
падает с «безусловной» вероятностью события А: Р(А/В) = 
= Р (А). Нетрудно показать, что в тако:~.1 случае верно и соот
ношение Р(В/А) =Р(В), т. е. и вероятность события. В не за
висит от реализации события А. Поэтому мы будем называть 
А 11 В независимыми, ес.1и выполнены эти соотношения, экви
валентные сотношению 

Р(АПВ)=Р(А) · Р(В]. 

Заметим, что независимость и несовместность событий 
А, В, имеющих положительную вероятность, являются несов
местиыыми понятиями. Допустим противное, полагая события 
А, В одновременно несовместными (АПВ = .0) и независи
мымп. Однако тогда получаем соотношение Р(.0) = Р(А) · 
·Р(В), которое ложно, так как левая его часть равна нулю, а 
правая - строго больше нуля. Полученное противоречие и до
казывает исходное утверждение. 

Понятие независимости можно сформулировать и для груп
пы событий А 1 , ••• , An, но здесь условие независимости может 
быть модифицировано различными способами, что дает раз
ные виды независимости, три из которых мы рассмотрим. 

1. События А 1 , •• " An называются попарно независимыми, 
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если любые два события Ai, А;, i=I= j, независимы, т. е. если 
для любых Ai, А;, i=I= j, выполнено соотношение 

P(Al П Ai) = Р(А 1) • Р(А). 

2. События А 1, ••• , An называются совместно независи
,11ы,ни, если выполнено соотношение 

Р (П?=.t Ai) = п;=, 1 Р(А,). 
3. События А 1 , ... , An называются независимыми в сово

купности, если для любого набора различных индексов ii, 
... , ih., 1 ~is~n, 2~k~n, имеет место соотношение 

Другими словами, независимость в совокупности означает не
зависимость двоек событий (попарную независимость), троек, 
четверок и т. д. до п событий. 

Совместная и попарная независимости не следуют друг из 
друга и не влекут независимости в совокупности. Это утверж
дение доказывается следующими двумя примерами. 

Пример 1-17. Имеется вероятностное пространство (Q, d, 
Р), где множество элементарных 
исходов состоит из четырех эле

ментов: Q = {w1, w2, wз, w4} (рис. 
5). Каждому элементарному со
бытию { Wi} приписывается оди
наковая вероятность Р( {wi}) = 
= 1/ 4• Рассмотрим события А 1 = 
= {w1, w4}, А2 = {w2, W4}, Аз= 

Рис. 5. События А1, А2, Аз попарно не
зависимы, l~O не являются ни совмест

но независимыми, ни независимыми в со-

во.купности (пример 1-17). 

= {wз, w4}, взятые из алгебры событий d, включающей в себя 
все подмножества Q (см. рис. 5). 

Используя аксиому 3, получаем вероятности Р(А 1 ) = 
=Р(А2) = Р(Аз) = 1/ 2. Очевидны следующие соотношения: 
Р(А1ПА2) = 1/4=Р(А1) ·Р(А2), Р(А1ПАз) = 1/4=Р(А1) · Р(Аз), 
Р.(А 2ПАз) = 1/4=Р (А2 ) · Р (Аз), показывающие наличие попар
ной независимости событий А 1, А2, А 3• Одновременно имеет место 
соотношение Р (А1ПА2ПАэ) =P({w4}) = 1/4=1=Р(А1) · Р(А2) • Р(Аз), 
указывающее на отсутствие совместной независимости и неза
висимости в совокупности. Итак, попарная независимость не 
ВJ1ечет ни независимости в совокупности, ни совместной незави
симости. 

Пример 1-18. Аналогично предыдущему примеру рассмотрим 

28 



вероятностное пространство (Q, d, Р): Q={(J)1, ... , (1)8}, 

Р({щ})=l/8, А1={(1)1, (1)2, (J)з, (J)s}, А2={(J)з, щ, (1)5, (J)s}, Аз= 
= {(1)5, (1)5, (1)7, (J)g} (рис. 6). ~ 

Имеем Р(А1)=Р(А2)=Р(71.з)=l/2; Р(А1ПА2ПАз)=Р({(J)s}) = 
= 1/8=Р(А 1 ) • Р(А2 ) · Р(А3), следовательно, события А1, А2, Аз 
совместно независимы. Но Р (А 1П 
ПАз) = P({(J)s}) = I/8=FP(A1) · 
· Р (Аз), что указывает на отсут
ствие попарной независимости и 
независимости в . совокупности. 
Итак, совместная независимос:ь 
не влечет ни независпмости в со

вокупности ни попарной незави
симости. 

Рис. 6. События А1, А2, А3 совместно 
независимы, но не являются независи

мыми ни в совокупности. ни попарно 

(пример 1-18). 

Поясним выявленные связи между видами независимости на 
примере трех событий А, В, С. Их совместная независимость эк
вивалентна выполнению соотношения НС, попарная независи
мость - соотношений НП, а независимость в сово1<упностн 
(НВС) - выполнению всех этих соотношений одновременно: 

1
Р(А n ВПС)=Р(А) · Р(В)· Р(С) -НС 

Р(А n В)=Р(А) · Р(В)) 
НВС Р(А n С)= Р (А)· Р (С) - НП 

Р (В n С)=Р (В)· Р(С) 
- Для решения задач полезно знать о легко показываемой экви
валенпiости следующих четырех утверждений: 1) события А, В 
независимы; 2) события А, В независимы; 3) события А, В неза
висимы; 4) события А, В независимы. 

§ 7. КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 

Математическая модель (Q, d, Р) случайного испытания {; 
носит довольно общий и абстрактный характер: множество эле
ментарных исходов может быть произво.i:Iьным множеством с эле
ментами любой природы; нет никаких содержательных ограниче
ний на задание алгебры d и не конкретизирован способ зада
ния вероятности Р. Однако зачастую мы обладаем до1:юлни
те.11ьной информацией, позволяющей конкретизировать абст
рактные объекты Q, .91-, Р. С этой точки зрения рассмотрим два 
подхода к определению понятия вероятности, исторически пред
шествовавших аксиоматическому определению. 

Возникшее в XVII в. в работах П. Ферма, Б. Паскали, 
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Х. Гюйгенса и 51. Берну.1ди классическое определение вероят
ности по.'lучается как частный ·случай аксиоматического, когда 
введены два ограничения: 1) множество элементарных исхо
дов Q конечно: Q = {ffi1, ••. , ffin}; 2) все элементарные собы
тия {ro1}, ••. , {ffin} равновероятны: P({roi}) = Р( {ffi;} ). Алгебра 
d совпадает с множеством всех подмножеств множества Q. 
Тогда вероятносц, любого случайного события А, состоящего 
из элементарных исходов ffiil' " .. , wim• вычисляется по фор

муле 

Классическое определение вероятности есть не что иное. 
как формула, записанная в словесной форме: вероятность лю
бого события А Е d есть отношение числа пА элементарных 
исходов, благоприятствующих данному событию А, к общему 
числу п равновероятных элементарных событий. 

В рамках классической схемы вычисление вероятностей 
сводится к подсчету комбинаций элементарных исходов, бла
гоприятствующих событию, и подсчету общего числа равно
вероятных элементарных событий. Очевидно, что I<лассическо
му определению вероятности соответствует вероятностное про· 

странство, описываемое моделью «урна:.. 

Пример 1-19. При бросании «правильной» монеты мы при
нимаем равновероятным выпадение «герба» и «решки», т. е. 
Р («герб») =Р(«решка») = 1/2. 

Пример 1-20. При бросании «правильной» игральной ко:ти 
мы принимаем равновероятными все элементарные исходы, 

т. е. P(l) =Р(2) = ... =Р(6) = 1/6. Тогда вероятность, скажем. 
события А, заключающегося в выпадении цифры ~5, равна 
Р(А) =5/6, так как из общего числа n=6 равновероятных ис
ходов пА = 5 ·благоприятствуют событию А. 

Пример 1-21. При скрещивании гетерозигqт Аа мы пред
полагаем равновероятность образования четырех типов зигот 
(АА, Аа, аА, аа), считая разным и элементарными исхо
дами появление потомка Аа от слияния: 1) яйцеклетки А и 
спермия а, 2) яйцеклетки а и спермия А. Тогда вероятность 
события В, заключающегося в появлении потомков с доминант
ным признаком, равна Р(В) =3/4. 

§ 8. ГЕОМЕТРИЧЕСl(ОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 

Рассмотрим теперь вероятностное пространство, соответст
вующее модели «мишень». Введем следующие ограничени!J на 
вероят·ностное пространство (Q, d; Р): 1) множество эле
ментарных исходов Q есть ограниченная фигура евклидовой 
штоскости, имеющая конечную шющадь S (Q) < + оо; 2) алгеб
ра событий d состоит из тех подмножеств А множества Q, 
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для rюторых можно определить площадь S (А); 3) вероят-
1юсть Р(А) события Ae:d пропорциональна площади множе
ства А : Р (А)= k · S (А), где k - некоторый положительный 
коэффициент пропорциональности. 

При таких ограничениях нетрудно получить явное задание 
вероятности Р(А) события Ае: ~: поскольку P(Q) = l и 
P(Q)=k·S(Q), то k=l/S(Q). В результате получаем фор
мулу, называемую геометрическим определением вероятности: 

Р (А)= S(A)iS(O). 

Очевидны видоизменения, которые надо ввести в геомет
рическое определение вероятности, чтобы оно стало примени
мым к случаю одномерной мишени (отрезок прямой) и к слу
чаям мишеней, являющихся подмножествами пространств, име
ющих более двух измерений. 

Подчеркнем особо, что пространство, подмножеством кото
рого является множество элементарных исходов Q, не обяза
тельно совпадает с реальным физическим пространством, в ко
тором происходит случайное испытание; напротив, простран
ство может быть образовано любыми параметрами наблюдае
мого объекта. Продемонстрируем это на классическом примере 
случайного испытания, носящего название «игла Бюффона». 

Пр11мер 1-22. Случайное испытание состоит в бросании на
угад иглы длиной 2 l на плоскость, расчерченную црямыми, 
расстояния между которыми равны 2а (l<a). Какова веро
ятность того, что упавшая игла пересечет одну из прямых? 

Чтобы использовать геометрическое определение вероятно
сти, параметризуем наш случайный эксперимент, выбрав в ка
честве параметров расстояние х от центра иглы до ближай
шей прямой и угол <р между иглой и этой прямой (рис. 7). 
Иными словами, мы сопоставили случайному испытанию дву-

2а. 

Рис. 7. Случайное испытание «Игда 
Бюффона:. состоит в бросании на
угад иглы дJIИНОЙ 2l на плоскость, 
расчерченную парадлепьными пря

мыми, расстояние между которыми 

равно 2а, где l < а. 

Рис. 8. Множество элементарных 
исходов спучайноrо испытания, со
стоящего в бросании наугад игпы на 
расчерченную параплепьными пря

мыми ШIОСКОСТЬ Q={(<p, Х): 0-<:<р<: 
<: :rt, О ,,,;;: х <: а}. 
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мерное пространство параметров (<р, х), где О~<р~л:. О~ 
~х~а. Любой исход случайного бросания иглы на плоскость 
представляет собой точку внутри соответствующего прямо
угольника с основанием л: и высотой а (рис. 8). 

Итак, исходному случайному испытанию соответствует мо
дель «мишень», в которой множество элементарных исходов 
есть прямоугольник Q = { (<р, х)}: O~q>~n. О~х~а. а веро
ятность попадания в подмножество А множества Q пропор
циональна площади этого подмножества. Заметим, что послед
ние слова о вероятности попадания в подмножество множест

ва элементарных исходов и есть формализация употребляв
шегося ранее выражения «игла бросается наугад». В множест
ве Q можно указать множество исходов А (незаштрихован
ная часть множества Q на рис. 8), благоприятствующих собы
тию, состоящему в пересечении иглой линии: А= { (<р, х): х~ 
~l sin qJ}. Чтобы определить вероятность события А, остается 
найти площадь всей мишени Q: S(Q) =na, площадь множест
ва А: S (А) = f ~ l sinq>d<p = 2 l и поделить вторую площадь на 
первую: Р(А) =2 l/na. 

Отметим, что различные варианты и обобщения задачи 
Бюффона находят сейчас широкое применение в разных обла
стях биологии, в частности при исследовании трехмерной 
структуры объектов, когда известны только их сечения и.r1к 
проекции на плоскость.* 

§ 9. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ СЛУЧАИНЫХ ИСПЫТАНИИ 

Рассмотрим еще один важный частный случай вероятност-
ного пространства (Q, d, Р), который позволит нам в13ести 
понятие независимых испытаний. 

Обратимся к модели «мишень». Как мы уже знаем, мно
жество элементарных исходов Q в этом случае есть совокуп-
1-юсть точек плоскости, попадающих в единичный квадрат. 
Элементарный исход ro можно представить в виде двумерн_ого 
вектора ro= (ro(I>, ro<2>), первая координата которого есть чи
СJIО <u< 1J, взятое из множества Q<1>, представляющего собой ·от
резок [О, 1] горизонтальной оси, вторая координата - число 
ro<2>, взятое из множества Q<2>, представляющего собой отрезок 
[О, 1] вертикальной оси (рис. 9). 

Выделим из алгебры .э1-, соответствующей универсальному 
л л 

множеству Q, алгебру .st(l), включающую множества А(!) 
двумерных векторов ro = ( ro<1>, ro<2>), у которых первая коор
дината принадлежит некоторому подмножеству A<1>=Q(I>, 
а вторая координата может принимать любые значения из 

л 

множества Q<2>. На рис. 9 одно из множеств А< 1 > показано вер-

* См.: Число 11 ~шсдь. М., Знание, 1977, с. 42-48_. 
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тиr<алыю заштрихованным nрямоугольником. Аналогично из 
л 

.s4 можно выделить алгебру d<2>, включающую множества 
л 

А<2> двумерных векторов, первая координата которых может 

(2) 
ш Д(!) 

1 
Q 

_4(2) 

""'- ((1) Л(Z» 
А ПА 

ui> 
~ 

о 

Рис. 9. Последовательность случайных испытаний: 
Множество элементарных исходов 2 случайного испыта

ния ф, состоящего в бросании наугад точки в единичный 
ЮiЗДрат, есть сам этот квадрат: 2=(<uOJ, "'(2)), O.;;:ro(1).;;:J, O.;;:o,(2).;;:J 
Множество А (1) включает элементарные исходы, для которых. 
w(i)EA(I) из 2(1) и "'(2)е2(2). Множество ,\(2) включает эле
ментарные исходы, для которых "'i1)f2(1) н "'(2)еА(2) из 2(2) 
Испытание можно представить как последовательность двух иеза-• 
висимых испытаниi\ ф 1 и (fJ" заключающихс!il в бросании 
точки на горизонтальную 11(0 =[О, 1] и вертикальную 

2( 2) ~ [О, 1] оси. 

принимать любые значения из множества Q(IJ, а вторая при
надлежит некоторому подмножеству A<2>=Q<2>. На рис. 9 одно 

л 

из множеств А<2! показано горизонтально заштрихованным 
л 

прямоугольником. Для каждого A(i), принадлежащего d, можно 
л 

указать вероятность Р (A<i>); поскольку квадрат на рис. 9 
имеет площадь, равную единице, эта вероятность равна 

л 

P(AU>)= просто площади соответствующего прямоуголышка: 
л. л л л 

=S (A<i>). Но событие A(i)E:: . .91-(iJ= d находится во взаимно-
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однозначном соответствии с событием A<iJ~Q<i>. Поэтому собы
тия вида· A<t>c=Q(i) также образуют некоторую ашебру .st-<1>, на 

.л 

которой можно задать вероятность P(i>(A<i>) =P(A(i)). В сду-
11ае, изображенном на рис. 9, эта вероятность равна просто 
ддине соответствующего отрезка: P(i) (А<;>) = L (А <i>). 

Таким образом, от случайного испытания 0, описываемого 
вероятностным пространством (Q, .91-, Р), мы перешли к двум 
случайным испытаниям 0 1 и 0 2. описываемым вероятностны
ми пространствами (Q<1>, .sf,(I), Р< 1 >) и (Q<2>,arj<2>, Р<2>). Други
ми словами, двумерное случайное· испытание 0 порождает 
два одномерных случайных испытания 0 1 и 0 2· Испытания 
0 1 и 0 2 будем называть маргинальными* (частными) испы
таниями. Соответственно вероятностное пространство (Q, ,r;f,, 
Р) будем называть совместным вероятностным пространством, 
а пространства (Q(i), .sf,(i), P<i>) - маргинальными вероятност
ньмtu пространствами. 

Среди событий из алгебры .91- наибольший интерес пред
ставляют события, состоящие в том, что в первом маргиналь
ном испытании произошло событие А< 1>е: .st-<1>, а во втором -
событие A<2>e:.sit<2 ). Эти события можно представить в виде 

л л 

пересечения АР>ПА<2>. Используя формулу умножения вероятно-
стей, имеем 

РЙ(\) л .4<2» = P(A(l)/A(2))· р(2) (А(2)) = .Р{А<2>;.4<11). p(l) (A(I)). 

Из этой формулы видно, что в общем случае для вычисления 
.л .л 

вероятности событий A<1>nA<2> нужно знать маргинальные веро-
ятности и условные . совместные вероятности. Однако если со-

л .л 

бытия А<1> и А<2> независимы, то достаточно знания только мар
гинальных вероятностей: 

р (А.<1> П А.<2» = p(l> (А<1».р<2> (А<2\ 

Полное сведение совместной вероятности к маргинальным 
вероятностям очень важно в приложениях теории вероятно

стей; оно положено в основу понятия независимости испыта
ний. Испытания 0 1 и 0 2. являющиеся маргинальными испы
таниями для испытания 0 = ( 0 1, 0 2), называются независимы
ми, если для любых событийА<1>е:.d<1 > и А<2>е:.s~t<2>имеет место 
указанное равенство. Следует обратить внимание, что приве
денные рассуждения- о связи маргинальных и совместных веро

ятностей дают метод установления связи между р а з н ы м и 
вероятностными пространствами. Это особенно важно при изу
чении по след о вате ль но ст ей случайных испытаний. 
Введение маргина.1JЬных вероятностей в модель «мишень» мож-

• От англ. marginal - крайний, предельный. граничный. 
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по представить в виде последовательного бросания точки вна
чале на Q(I>, а затем на Q(2>. Точно так же можно интерпрети
ровать бросание двух нонет (см. задачу I-11), игральных кос
тей, появление двух потомков в скрещивании и т. д. 

Заметим, что все приведенные выше рассуждения могут 
быть ·обобщены на последовательность любого числа испыта
ний '= ( 01, 0 2, ••. , 0 n). При этом независимость испыта~ 
ний 01, 02 •... , 0n в дальнейшем' мы будем понимать как не-

"" л л 
зависимость событий A(I), А<2>, ... , A<n> в совокупности. 

§ 10. СЛУЧАЯНАЯ ВЕЛИЧИНА 

Рассмотрим ч и с л о в о е множество элементарных исхо
дов Q. Будем рассматривать cJiyчaiiнoe испытание, результатои 
которого может быть .'Iюбое число из множества действитель
ных чисел Q=R1 ={-оо, оо}. Если реальные случайные испы
тания не охватывают всего множества R1, соответствующи-м 
множествам будем приписывать нулевую вероятность. 

Обозначим <а, Ь> диапазон чисе.11 от а до Ь. Запись 
<а, Ь> означает любой вариант расстановки круглых и квад
ратных скобок: (а, Ь), [а, Ь), (а, Ь] и [а, Ь]. При изучении 
случайных испытаний, имеющих в качестве исходов чис.11а, ин
терес представляют события, состоящие в . том, что число. 
являющееся исходом, попадает в тот или ·иной диапазо.и 

<а, Ь>. Поэтому обязательным требованием: к алгебре слу
чайных событий испытания с числовыми исходами будет тре
бование содержать любой диапазон <а, Ь>. Наименьшая иэ 
алгебр, содержащих все диапазоны указанного вида, будет 
обозначаться flJ1• 

Для задания вероятности Р случайных событий из алгебр111 
f/J1 достаточно рассмотреть .11ишь события вида [а, Ь). В свою 
очередь, задание вероятности Р {[а, Ь)} можно упростить: 
представляя множество (-оо, Ь) в виде двух непересекающих
ся множеств (-оо, а) и [а, Ь), получаем: соотношение · 

Pl[a, Ь)} =Р\(- со, Ь)}-Р((- оо, а)\. 

Величину 

F(.x)=P\(- со, x)j, 

определенную для любого действите.'Iьного числа х, называl07' 
функцией распределения вероятностей. Тогда 

Pl[a, Ь)] =F(b)-F(a). 

Таюtм образом, знание функции распределения F (х) позволяет 
задать вероятность Р на а.1rебре .9J1 под~шожеств МJJ.Ожества 
R1• Поскольку различные сJiучайные испытания с. числовыми 
исходами имеют одинаковые '2=R1 и flJ 1, различаясь только 

з• 



задаш1еы вероятностп, постольку функция распределения F (х) 
несет потrую информацию о случайном испытании с числовым 
исходом. 

Задание вероятностного пространства [ R1, gJ1 , F (х)], опи
сывающего случайное испытание & с числовы~и исходами, 

будем называть заданием случайной величины х, * пробегаю
щей множество значений Q=R1. При этом вероятность собы
тия А будет интерпретироваться как вероятность попадания 

случайной величины х в множество А. Вероятность попадания 

:; в отрезок [а, Ь), т. е. вероятность события А= {a~x<bl· 
опреде.11яется функцией распределения случайной величины х: 

Р\а-<х <bf =F(b)-F(a). 

Пример 1-23. Случайное испытание состоит в бросании на 
ровную поверхность симметричного кружка, на одну сторону 

которого нанесена цифра О, а на другую - 1. Чтобы приме
нить введенную выше схему, будем считать, что возможными 
исходами испытания являются все действительные числа 
Q=R1. Соответствие же этой схемы реальной эксперименталь
ной ситуации обеспечим следующим способом задания вероят
ности. Вероятность события А из алгебры !lJ1 определим так, 
что: 1) Р(А) =0, если множество А не содержит чисел О и 1; 
2) Р(А) = 0,5, если один из элементов (О или 1) содержится 
в А; 3) P(A)=l, ее.ли оба элемента (О и 1) содержатся вА. 
Отсюда следует в~ражение для функции ра~пределения слу-

чайной величины х: F(x) =0, когда -оо<х~О; F(x) = 0,5, 

когда О<х~ 1; F(x) = 1, когда 1 <х<оо. Заметим, что для 
использования понятия случайной величины мы должны рас
сматривать числовое множество. Поэтому при использовании 
случайных величин для описания, цапример, случайного бро
сания монеты следует сопоставить исходам «герб», «решка» 
какме-либо числа, скажем «решка» - О, «герб» - 1. 

Пример 1-24. Случайное испытание состоит в выборе на
угад семьи и установлении в ней числа детей k=O, 1, 2, .... 
Сколь ве.11ико может быть число детей в семье? Ясно, что у 
данной супружеской пары не может быть 1000 детей. Но, ис
ключив границу 1000 как слишком завышенную, мы тут же 
снова ставим вопрос о максимально возможном числе детей. 
И на него нет ответа, поскольку нет оснований полагать, что 
мшут быть семьи с k детьми и не может быть семей с (k+ 1) 
детьми. Поэтому лучше не ограничивать множество исходов, 
считая, что оно охватывает все множество R1• Ясно, что д.r1я 

* На,1 буквой, обозначающt·i'! случа1iную nс.111ч1111у, ~1ы всегда будем ста
в11ть знак - ( «т1тьда»). 



х<О пужно задать нулевые вероятности; это же касается и 
по.~ожите.11ьных дробных чисел. Но как определить. вероятности 
д.пя целых чисел от 1 до оо? Это потребует привлечения дан
ных демографии и построения некоторой статистической тео
рии, из.11оженной в§ 4 гл. 11. 

Если случайное испытание 0 имеет элементарные исходы, 
характеризуемые двумя числами (х 1 , х2), то по ана.1огии с од-
1101.1ерным испытанием будем считать множеством э"1ементар
ных исходов всю плоскость W, т. е. множество всех пар дейст
вите.пьпых чисел -оо<х1<00, -оо<х2 <·оо. В качестве а.пгеб
ры случайных событий выберем минимальную алгебру !А2, 
содержащую все прямоугольники вида А = { (х 1 , х2): а 1 <: 
::;;;;х 1 <Ь 1 , а2 ::;;;;х2 <Ь2}. По аналогии с одномерной с.пучайной 
величиной введем функцию распределения F (х 1 , х2 ) двумер
ной случайной величины, определенную для пар действитель-
11ых чисе.п: 

F(x 1, x~)=P\(t1 , t 2): -=<t1 <x1, -"co<t2 <x2 ). 

Таким образом, знание двумерной функции распреде.пения 
F (х1, х2) позволяет задать вероятность Р на алгебре $ 2 под
:\Шожеств множества R2• Поскольку различные с.11учайные ис
пытания с двумерными числовыми исходами (х1 , х2 ) различа
ются только заданием вероятности (множество R2 и алгебра 
!112 всегда одни и те же), то функция распределения F(x1, х2) 
несет полную информацию о таком случайном испытании. 

Подобно тому как это было сделано в предыдущем пара
графе, случайное испытание 0 с двумерными числовыми исхо
дами можно представить в виде последовательности двух 

одномерных случайных испытаний 0 1 и 0 2• Вероятностное 
пространство (R2, f!J2 , Р) позволяет определить маргинальные 
вероятностные пространства (R1, f!J1 , Р< 1 >) и (R', !JJ1 , /Х.2>), 
описывающие случайные испытания 0 1 и 0 2. Вероятностное 
пространство (R 1, fl11 , P(i)) соответствует одномерной марги-

нальной случайной величине Xi, имеющей функцию распреде
.1ения Fi (х). Последняя позволяет задавать вероятность рщ 
па алгебре 91J1 , i= 1, 2. Мы будем обозначать СJ1учайную 

величину х в виде вектора (х 1 , х2), компонентами которого 
яв.Jiяются маргинальные случайные величины. Тогда попада
ние двумерного исхода в прямоугольник А={ (х1, Х2) : а1 ::;;;;х1 < 
<Ь1, а2 :::::;;х2<Ь2} можно интерпретировать как событие, с~стоя-

щее в одновременном выполнении неравенств а1::;;;;х1<Ь1, 

а2::;;;;х2<Ь2, а функцию распределения можно условно записать 
в таком виде: 

Р(х1 , х2)=Р{--со<~1 <х1 , -oo<;2 <x~J= 
=Р\х1<Х1, х~<Х2~-
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В простейшем случае независимости случайных испытаниii 

функция распределения F (х 1 , х2 ) случайной величины ; одно· 
значно определяется функциями распределения F1 (х), F2 (x) 

маргипа.1ьных случайных величин х1, Х2: 

F(x1. X2)=F1 (x1)·F2(x2). 

Нри этом х1 и х2 называются независимы.'rtu случайными вели
чина.лtи. 

По аналогии можно записать· многомерную (п-мерную) 
функцию распределения 

F(X1,·· .. , Хп)=Р/(t 1 , ••• , fп): -oo<f1<X1,., ., -оо<tп<Хп)= 
~ ~ 

=Р/х1 < Х1 , ••• , хп < Хп), 
задающую вероятность Р на алгебре случайных событий gJ11• 

нредстав.-1яющих собой подмножества Q=Rn. По аналогии же 
в случае независимости маргинальных случайных величин х1 • 

~· .,.Xn 

Чт,обы с.1учайные величины были независимыми, это соотноше
ние должно выполняться для всех их пар, троек, четверок и т. д. 

(~р. с понятием независимости п случайных событий - § 6). 
В с.'Iедующих двух главах подробно изучаются случайные 

вели.чины, важные д.11я биометрии, и действия над ними. 

Задачи 

1-1. Постройте модель «урна», описывающую случайные испытания в 
примерах 1-3 и 1-5. 

1-2. Постройте модель «мишень», описывающую случайные испытания 
в примерах 1-4, 1-6 и 1-7. . 

1-3. Пусть элементарные события представляют собой точки действи
тельной оси. Для любых а<Ь определим события А= (а, Ь] как множество 
точек х, таких, что а<х..;;.Ь. Пусть А 1 =(а1, Ь 1] и А2 =(а21 Ь2]-два события. 
Тогда: а) что графически означает А 1ПА2=0, чему равно при этом A1UA2; 

б) при каких условиях, накладываемых на числа а1 , Ь 1, а21 Ь21 будут иметь 
место события: А1П~=А1, А1UА2=А:ь А1ПА2=0? 

1-4. Покажите справедливость следующих свойств частоты случайного 
события: а) если А=0, то h(A; n)=O; б) если AsB, то h(A; n)<.h(B; n); 
в) h(A; n)=l-h(A; n); г) если АПВ=0, то h(AUB; n)=h(A; n)+h(B; n); 
д) li(AUB; п) =li(A; п) +h(B; п)-h(АПВ; n). 

1-5. Покажите, что дJIЯ условной вероятности Р(А/В) выполняются 
аксиомы теории вероятностей. 

1-6 (Задача С. Н. Бернштейна). На стол бросают правильный тетраэдр, 
одна грань которого белая, другая - черная, третья - красная, а четвертая 
раскрашена всеми тремя красками. ве,оятность выпадения граней одинако
ва. Событнем В (Ч ~ти I<) назовем выпадение грани, на которую нанесена 
белая (черная 11л11 красная) краска. Покажите, что эти события попарно 



незавнсю1ы, т. е. Р(БЧ) =Р(Б) · Р(Ч) и т. д. Покажите, что эти события 
в совокупности зависимы, т. е. Р(БЧК)=FР(Б) · Р(Ч) · Р(К). Сравните эту 
задачу с примером 1-17. 

1-7. В урне содержится п 1 шаров первого сорта, n2- второго, ... , 
n,-r-гo сорта; п 1 + ... + п, = п - общее число шаров. Рассмотрите три спо
соба выбора шаров: а) наугад извлекаются сразу т шаров (неупорядочен
ная выборка объема т); б) наугад выбирается один ·шар, фиксируется его 
сорт, шар возвращается в урну, содержимое урны тщательно перемешивает

ся, снова выни~1ается один шар и т. д. (последовательный выбор с возвра
щением т шаров); в) т шаров вынимаются один за другим и не возвра
щаются в урну, ·благодаря чему при каждой выемке изменяются объем и 
состав урны (выбор без возвращения). Какова вероятность того, что в вы
борке объема т имеется т1 шаров первого сорта, m2 - второго" ... , т,-r-го 
сорта? 

1-8 (Парадокс де .Мере). «Толчком к появлению интереса Паскаля к за
дачам теории вероятностей послужили встречи и беседы с одним из прн
дворных французского королевского двора - шевалье де Мере (1607-1648). 
Де Мере интсресоваJiся философией, литературой и одновременно был 
азартным игроком. В этом можно видеть истоки тех теоретических вопро
сов, которые он предложи.~ Паскалю».* Вот один из ннх. Сколько раз надо 
подбросить две игральные кости, чтобы вероятность выпадения хотя бы 
один раз двух шестерок была бы больше 1/2, т. е. была бы больше вероят
ности их невыпадения? 

Задача эта возникла в связи со следующей игрой. Две кости подбрасы
вают заранее оговоренное число раз. Можно ставить либо на появление 
«дуб.'!Я» хотя бы один раз, либо против такого результата. Де Мере знал, 
что при бросании од н о й кости 4 раза вероятность выпадения шестерки 
превышает 1/2. Следовательно, рассуждал он, для двух костей достаточно 
в 6 раз бодьше бросаний, т. е. 24 бросания. 

Так ли эт6? 
1-9 (Парадокс Бертрана). «Бертран (а затем и Пуанкаре) рассматри

вает следующий вопрос. Три одинаковых ящи'I{а имеют каждый по два от
дс.'lения. Первый содержит в каждом отделении по золотой медали, вто
рой - г.о серебряной, а третий - в одном отде.'1еюш золотую, а в . другом -
серебряну10. Взят один из ящиков. . . Какова вероятность того, что, взяв 
ящик н вскрыв одно отделение, во втором отделении этого ящика обнару
жим медаль другого металла, чем во вскрытом отделении?»** 

1-10. Чему равна вероятность того, что: а) дни рождения 12 человек 
придутся на разные месяцы года (при условии, что вероятности попадания 
дня рождения на каждый месяц остаются раlJНЫми для всех месяцев); 
б) дни рождения 6 человек придутся в точности на два месяца? 

1-11. Проинтерпретируйте, следуя § 9, случайное испытание /!, состоя
щее в бросании двух монет, в терминах двух последовательных испытаний . 
$ 1 и 82, состоящих в двух независимых бросаниях одной монеты. 

1-12. Покажите, что вычисление вероятности попадания двумерной слу
чайной величины в прямоуго.11ьиик А={(х1, х2): а1<Х1<Ь1, а2<Х2<Ь2} прово
дится по формуле Р(А) =F(b1, Ь2)-F(а1, b2)-F(b1, ~) +F(a1, а2)· 

* Г нед е н к о Б. В. Из истории науки о с.'lучайиом (Из истории ыате
матнческих идей). М., Знание, 1981, с. 17. 

** Май стр о в Л. Е. Развитие понятия вероятности. М., Наука, 1980, 
с. 215. 



ГЛАВА 11 

ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАИНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Поскольку случайная величина х полностью опреде.'lяется 
своей функцией распреде.1ения F(x), постольку различные 
частные виды случайных величин можно получить, налагая 
определенные ограничения на F (х). 

Среди многообразия случайных величин можно выделить 
два обширных класса: дискретные и непрерывные случайные 
ве.'IИЧИНЫ. 

Дискретны.ми случайными величинами называются такие, 
функции распреде.1ения которых имеют вид 

F(x) =~1: х1<хР1• 

где р;<О, Ро+ ... +pn+ .. . =1, хо<х1< ... <xn<· . . , а сумми
рование ведется по всем индексам i, для которых числовые 
значения Xi не превосходят величины х. 

Выясним смысл величин Pi и Xi. Для этого найдем вероят-
~юсть того, что с.1учайная величина х принимает значения Xi: 

- -Р {х=х1 } = Р{х1 <:х < xi+1 } =F(хн1 ) -F(x1) =Р1· 

Таки~ образом, р; суть вероятности того, что случайная ве

"1ичина х принимает значения Xi. Нетрудно показ~ть, что для 

x=I= Xi (для любого значения Xi) имеет место Р{~=х} =0. От
сюда следует, что дискретная случайная величина х принимает 
с ненулевыми вероятностями Pi лишь значения Xi. Число таких 
значений может быть или конечно (х0, ••• , Xn), или счетно 
(хо, ... , Xn, ••• ) • Совокупность значений {xi, Pi} называется 
распределением вероятностей дискретной случайной величины 

х. Так как распределение {xi, Pi}. полностью определяет функ
цию распределения F (х), то оно однозначно задает дискретную 

с.'lучайную величину х. 
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§ J. ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ СЛУЧАПНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ 
СВОЯСТВА 

В большинстве биометрических исследований можно огра
ничиться рассмотрением частного случая дискретной случай
ной величины, когда значения Xi целочис.11енны: Хо=О, х1 = 1, 
••• , Xn = п, . . . . У таких целочисленных случайных величин 
значения Xi совпадают с их индексами: Xi=i, что позволяет 
Понимать под распределением вероятностей целочисленной с.пу
чайной величины набор {Pi} одних только вероятностеir Pi~O. 

Функция распределения целочисленной с.1учайной величины 
имеет вид 

где суммирование ведется по всем индексам i, меньшим зна
чения х. Геометрически F(x) 
представляет собой монотонно 
неубывающий ступенчатый 
график с разрывами и соответ
ственно скачками величиной 
Ро, Р1 • ... , Pn, ... в точках О, 1, 
... , п, ... (рис. 10). Для х<О 
значение F(x) =0, а при х~оо 
значение F(x) ~ 1. 
Распределение вероятностей 

и функция распределения мо
гут быть заданы также в виде 

1,0 F(:x:) 

~ 
~ 1 1 1 
~ 1 1 1 1 
т - 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 
~ 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 :r 

0,6 

0,2 

о 2 J 4 5 6 7 

таблицы. Рис. 10. Целочисленная случайная ве-
Пример 11-1. Производится личина. 

ОДНОКратное Подбрасывание а - распредепевие вероятностей f Pi) 
игральной кости. Тогда, с од- б - функция распредепения г (х). 
ной стороны, в соответствии с 
резу.'Iьтатами гл. 1 имеем множество элементарных исходов Q= 
={1, 2, ... , 6}. Для элементарных событий, соответствующих 
этим исходам (в предположении симметрии кости), можно за
дать вероятности Pi= 1/6, где i= l, 2, ... , 6. С другой стороны, 
в силу того, что элементы множества Q - числа натураль
ного ряда, можно говорить о целочисленной случайной вели-

чине х: 

о 2 3 4 5 6 7 8 

Pi о 1,'6 1/6 1/6 1/6 1j6 1/6 о о 

F(x) о о 1i6 2/6 3/6 4/6 5,'6 

Вычислим вероятность того, что такая случайная величина при
мет значение, большее трех: 
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Р/;> ЗJ =Р/;=41 +Р/х=51 +Р/х=61+Р\х_::_71 + .. ;= 

=Р1+Р;, + Р6 + Р1+ ... =1/6+ 1/6-t- 1/6+0+ ... = 1/2. 

Эту вероятность можно вычислить также, обратившись к функ
ции распределения: 

Р{х > ЗJ =P(co)-F(4)= 1-1/2= 1/2. 

Однократное подбрасывание игральной кости - это пример 
целочисленной равномерно распределенной случайной вели
чины, принимающей конечное число значений. Целочисленное 
равномерное распределение может быть получено и из модели 
~урна». В урне находятся N шаров, пронумерованных от 1 до 
N. Если производится выбор шаров по одному с возвращени
ем, то номер i извлеченного шара есть целочисленная равно-

мерно распределенная случайная величина х: 

P1=P\x=iJ = 1/N, i= 1, ... , N. 

Зачастую помимо полного описания распределения жела
тельно иметь небольшое число характеристик, выявляющих ос
новные его черты. Такие характеристики носят название пара
метров распределения. 

Параметром в математическом анализе обычно называют 
величину, входящую в формулы и математические выражения, 
значения которой считаются фиксированными в пределах рас
ематриваемой задачи. 

В математической статистике термин «параметр» употреб
.'lяется в двух значениях: а) как фиксированная переменная, 
входящая в формулу того или иного распределения, и б) как 
величина, характеризующая некоторое свойство распределе
ния, - то же, что показатель,. характеристика. В этом смысле 
говорят о параметрах (числовых характеристиках) положе
ния и рассеяния. 

Параметры положения отражают группировку значений 
-случайной величины вокруг некоторого «центрального» значе
ния, к ним относится прежде всего среднее значение. 

Величина 

Ех= ~1 ip1 
называется . средним значение.м, или математическим ожида

нием, цедочисленной случайной величины х, имеющей распре
деление вероятностей {Pi}. 

В при:.1ере I 1-1 

Ех= ~.6 ipj = 1·1/6+ ... + 6· l/6=3,5. 
-l=1 

Пример 11-2. Обр~тимся к анализу числа детей в семье. 



Пусть се~1ьи, имеющие О детей, встречаются с вероятностью 
Ро; имеющие 1 ребенка - с вероятностью Р1; i детей - с веро-

ятностью Pi· Тогда Ех = );~ ip;. 
-i=I 

В общем с.аучае дискретной случайной величины х ее ма

тематическое ожидание Ех определяется формулой 

Ех= ~ix;p;. 

Параметры рассеяния характеризуют степень варьирования 
значений с.ТJучайной величины, степень ее «изменчивости». 
Важнейший среди них - дисперсия (иногда говорят «вариан
са» - от анг.'I. variance). 

Дисперсия целочис.'Iенной случайной величины х опреде
ляется формулой 

- -Dx. = Е [х-Ех]2 = ~1 Р; (i-Ex) 2• 

Простые преобразования дают следующее выражение д.1я дис
персии (см. задачу 11-3): 

- - -Dx=Ex2 -(Ex)2 =~ i2 p--(~ ip-)2 ~i t ""-"i 1. 

в ПJ?ИМере 11-1 

IJx = (1+4+ ... + 33] 1/6-3,52 ::::::;2,92. 

В бо.11ее общем случае дис.кретной случайной величины х ее 
дисперсия определяется формулой 

iJ; = ~i<x,-Ex)2pi=~ix1pi-(~i ;iPi) 2• 

Величина V D; называется средним квадратичным от клоне-
нием, и.1и стандартны.1-~ отклонением, случайной величины х. 

§ 2. СОВМЕСТНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ, СУММА, НЕЗАВИСИМОСТЬ 
ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЯНЫХ ВЕЛИЧИН 

Число детей в семье, рассматривавшееся выше, есть од н о
ме р на я случайная величина. Однако если в семье учитыва" 
ется чис.10 мальчиков и число девочек, то это будет уже д в у
м ер н а я случайная величина. Множество значений, прини
маемых с ненулевой в~роя_:но~ью двумерной целочисленной 

случайной величиной х= (х1, х2), описывается набором пар 
чисел (i, j), где i=O, 1, 2, ... ; j=O, 1, 2, •.. , графически 
представленных в виде целых точек положительного квадранта 
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(рис. 11). Множество этих точек и есть пространство элемен
тарных исходов Q={roi;}={(O, О), (О, 1), (1, О), (1, 1), ... }. 
Каждому элементарному событию {roij}={i, j} отвечает веро-
ятность pii~O, причем ~СХ> ~~ P;J= 1. Говорят что 

"-11-0 ~1-о ' 
Рис. 11. Сумма це~очисленных {Pi;} = {Роо, р01 , р 10 , р 11 , ••• }- pac-

j пределение вероятностей двумер-

• • ной целочисленной случайной ве-к+1 

к • • • 
к-1 • • 
к-z • ;Gi • • • 

';::::::·::~:::::::.~::.] ~~:::::·:::~:: 

~!~ 
О 1 2 к-1 к к•1 

случайных величин. 

- - -
личины х= (х1 , х2), или совмест-
ное рас'!Редел:.ние случайных ве-

пичин Х1 И Х2. 

Выясним, каким образом, 
зная совместное распределение 

це.'!очисленных случайных вели-

чин Х1 и х2, можно найти распре
деление каждой из них в отдель
ности, т. е. их маргинальные рас

пределения. Введем удобное обо-
значение: 

Це.1очислеииые точки, попавшие в 
заштрихованную область, образуют со
бытие А11 , состоящее в том, _ чт~ 
сумма случайных величин х,+х, 

равна k. 

Р.1 = Ро1 + Р11 + Р21+ ···=~:о Pti• 

т. е. точка на месте определенного индекса означает сумми

рование rio этому индексу; очевидно, ~;:0 Р1 • = 1 и -В;=uР.1 =1. 
Очевидно, что {pi.} - это распределение вероятностей случай~ 

ной величины ; 1, а {Р.;} - распределение вероятностей случай
ной величины ; 2• Действительно, обозначим Ai событие, состо
ящее в том, что ; 1 принимает значение, равное i. Имеем А; = 

{(i, О), (i, 1), (i, 2), ... }, т. е. А;= Uf=0 {<il;j}. Следовательно, 

Р {х1 = iJ = Р(Ад = ~7=о P((w;i)) = ~;=0 Р1; =Р; .. 
Аналогично доказывается, что р.1- это вероятность собы

тия {X2=j}. 
В дальнейшем будут возникать вопросы, свя!анн~е с сум

.1юй случайных величr:,н. _Ра~мотрим наряду с х1 и Х2 новую 

с.1учайную величину х=х1 +х2• Каково распределение вероят

ностей {Ph}, k=O, 1, ... , случайной величины х? 

Теорема 11-1. Pk = ~~ Р,· k-" ~t=O , 1 
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Доказательство. Обозначим A1i событие, состоящее в том, 

что х принимает значение, равное k. Имеем (см. рис. 11) 
Ak={(O, k), (1, k-1), .. " (k-1, 1), (k, О)}, т. е. A1i = 
=Щ=0 {ro;, k-i}. Следовательно, 

Pk=P(AkJ=~~ P(\w, k_.])=~k р. k-· 
"'-11=0 '• ' -1==0 t, " 

т. е. суммируются вероятности тех точек, сумма индексов ко

торых равна k (заштрихованная область на рис. 11). 
Сумма случайных величин является важным частным слу-

чаем функции случайных величин <р (х 1, х2). Для функции q> от 

случайных величин х1 , х2 можно ввести понятие математическо
го ожидания: 

E[qi(~ •• Х2)]=~:О ~;=Oqi(i, Л·Plj· 
Решение ряда задач количественной биологии опирается 

на п2нятие независимости случайных величин. Пусть Р{х1 = 
=k/x2-;::l} -условная вероятность того, ч70 случайная_ вели

чина х 1 примет значение k, если случайная величина х2 при

няла значение l. Случайные величины х1 и х2 независимы, ес"1и 
для любых i и j 

Р (_;1 =i/х2=Л =Р [х1 =i). 

l(аково совместное распределение {pi;} двух независимых - -случайных величин х1 и х2? Справедлива следующая теорема. - -Теорема 11-2. Целочисленные случайные величины х1 и х2 
независимы тогда и только тогда, когда для всех i, j=O, 1, ... 
будет pij р1. p.j. 

Пользуясь результатами двух приведенных выше теорем, 
ответим, наконец, на вопрос: каково распределение суммы двух 

независимых случайных величин? - -Теорема 11-3. Если х1 и х2 - независимые целочисленные - - -случайные величины, то распределение {Pk} их суммы Х=Х1 +х2 
имеет вид Pk=!.f==0P1.P.1 <k-I)' 

Доказательство. Действительно, как следует из рис. 11. 
k k 

Pk = ~i=OP;, k-1 = ~i=OP;. P.(k-i)• 

Соотношения между понятиями совместного распределения, 
суммы и независимости целочисленных случайных величин про
и.1люстрируем на примере. 

Прnмер 11-3. Дважды бросают игральную кость; число оч
ков, выпавшее в первый раз, - значение случайной величины 
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х1 , во второй раз - х2 • Тогда совокупность вероятностей собы
тий {1, l}, {1, 2}, ... , {6, 6} - это совместное распредеJ1ение слу·-- -чайных ве.'lичин х1 и х2 • Совокупность вероятностей событий 
«сумма очков, выпавших оба раза»_- {2}, {З}, ... , {12}, - _:то 

распределение случайной величины х, являющейся суммой х1 и 

х2• Если результаты первого эксперимента (выпадение опреде
.11енного числа очков в первый раз) не изменяют распределения - -
вероятностей во втором эксперименте, то х1 и х2 независимы. 

§ З. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 

При .изучени~ целочисленных ·случайных величин часто поль
зуюгся ап•ПаlJ>аrом производящих фу~нкп:ий, поэiВоляющим эффек
тивно решать 00П1росы, с.вязан1Ные, в частности, с анализом рас

пр-еде.пен!ИЙ •сумм .случай:ных величин. Степенной ряд 

G (у) = Ро + Р1У + Р2У2 + ... , 
определенный Пiри О.,,;;. у.,,;;. 1, называется производящей функ

цией целочисленной случай1Ной вещ1чины х с распределением 

вероятностей {Pi}. · 
ВыЯIС!Ним свойоеmа арои.зводящих фу.н~щий. Обоз·начим G' 

проив~юдную п:роиЭ1Водящей фую<1ции G. Убедимся Вiначале, что 
G (у) и G' (у) :nоложителыны 111Р'И у > О. Дейсrв•ителыю, пусть 
Р1 >О (1:;60). Тогда G(y) :>-Р1У1 >О. Первое утверждение дока
зано. Далее 0' (у)= ,,,<.D kpkyk-i ~ lр1ун >О при у> О. 

,.;,ok-l 

Итак, поскольку G(O) =Рои G(l) = ~~ р1 = 1, можно ymep-
~1=() 

ждать, чrо произ1Водящая фуюкция пр·и увеличении у :манотоошо 
возра-стае.r от р0 до 1. 

Обоз'Нач.им (](i>(y) i-ю проиЗIВОдную фун·кции G(y). Укажем 
связь ·между ра1оnределен:ие:м вероЯ1U1остей целач•исленной слу
чай'Ной величины и п·рои3В0~П.111ым·и соответствующей производя
щей фу;н·кции. 

t (il 
Теорема 11-4. р1 = -.1 О (О). 

1. 

Доказательство. Выпишем по.::л·едоваrrе.'lьно !Выражения для 
про'ИЭООДjНЫХ: 

О (у)= Ро+ 

О' (у)= 
0" (у)= 

Р1 У+ Р2 У2 + · · · + PkYk + .. · 
Р1 + 2р2 у + ... + kpk у11-1 + .. . 
2Р2 + ... + k (k - 1) Pt:Yk-2 + .. . 

Q(ki(y)= k! Pk+· .. 

Отсюда следует, что G (О) = Ро. G' (О) = Р1, G" (О) = 2р2, 
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... , G<н>(О) = kl Рн, т. е. для любого k им·еем Pk = ;! a<k> (0)" 
что и утверждалось. -Пусrь х1 и х2 -IН'еза~вИJсюмые ·сл·учаЙ'ные вел:wч•w.ны с распре· 
деле11шя·ми вероятностей {p;J и {p;J и с п1JЮifЗ•ВОДЯЩjИ!МИ 
функциями G1 (у) и G2 (у) со~тве_:стве_:~но. Обозначим G (у) про· 

иэводящую фуmщию суммы х = х, + х2 • 
Теорема 11-5. G (у) = G, (у) G2(Y). 
Доказательство. Раюс:мот,рw~1 праiвую ча•сть этого ра1ВеНС11ВЗ'. 

Имеем 

01 (у) О2(У)=(Р~+ р;у +p;_v2 + .. . ) (Р~+Р; У +Р;У2 + ... )= 

=Р~Р~+ (Р~Р; + Р;Р~) У+ (Р~Р~ + р;р; + р;р~)У2 + ... . 

Следовательно, для любого k коэффИJцwент rцр~и y1i, т. е. Ве\РОЯТ-

б ~k • п с 
но...-гъ Р11. удет Pk= ~1=f)pipk-i· ОПЮiС'J'lаал•яя этот резу.льтат 

с теоремой 11-1, убеждаемся в справедливости доказанного. 
Теор-ему Il-5 •можно обобщиtrь 1на случай п ~нез·ЗiВ'оои1мых слу

чай'Ных велшr:ин. 
Маrема11ич~есюое о:№ида~НJие и диооерсию случай•ной в·елиюwы 

можно :ВЫ1р•а•ЗИIТЬ через прОИ!3ВIQ:ЩНJЫе 'ПIРIQIИЗВЮfДЯЩеЙ функц:ии. 

Теорема 11-6. Е'; = G'(l), D'i = G"(l) + G'(l) - [G'(1)]2. 
Доказательс1во. Имеем 0' (у)= ~w Pk kyk·•. С.11едова-

~k=l 

те"1ьно, О' (1) = ~:~ 1 kpk, что совпадает с определени~м матема-

тического ожидания. Далее, О" (у)= ~;=2 pk k (k- l)yk·2, от· 

куда 

О" (1)= ~w Pkk (k-1) = ~w Pkk2 - ~w kpk= 
-k=2 ~k=2 ~k=2 . 

= (~:_2Pk k 2 + Р1) - (~;=2 kpk + Р1) = ~:=1 р" k2 - ~:=1 kpk. 

Так как Dx=~Q) k2pk-,(~Q) kpk)2 • а ~Q) kpk=O'(l), то 
~k=l ~k=l ~k-1 

Dx=O"(l)+O'(l)-[0'(1)]2• Следовательно, теорема дока
зана~ 

§ 4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПУАССОНА 

Будем изучать ,ра0спределен1ие ЧИСJiа КОJiоний микрооргаи·из
мов ·по чашкам Пе11ри и попробуем ·представить, ка:юой вид мо· 
жет .иметь это раооределеи.ие. Ра~есм0'11рим отделыrую чашку. 
Разделим ее мы>СЛен!Но на п уча,сrгков столь малой ,площад'и, что 
на каждый из Н'ИХ ·может попасть не больше од111ой клетК'И -
соонователя» ~к.олО1Нии. Вероятность того, что на участке но
мера i вырастет ·колония, обоЗ1Начим м; так ка~к учасrок выбран 
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малы:-.f, то можно ·считать, что Ai достаточно мала. Следова

тельно, участок i описывается случайной величиной Xi, прини
мающей зн·ачения О или 1 ·С вероятностям·и q<i> = 1 - Ai и 
p(i) = Лi. Допу·стим далее, что вероятность, вырастет ли колон·ия 
на да:нном участ~rе, не за,виоит от того, есть л·и ко~онии на 

других участках. Тогда изучаемая •случайная величИ1На х-ч·исло 
колоний 1на даiнной чашке - я.вля·ется сум·мой независимых слу-

чайных величин: х = х1 + ... + Xn. Предположим, что чашки 
не отли1ЧаЮТtся друг щ друга: 1вел'ИJЧ1ина Л = Л1 + . . . + Лn одна 
и та Ж!е для всех ча.шек. 

Да1Н1на.я ·модель оли~сы1ва•ет ·случайную ;велиЧIИIНУ х, ·представ
ляющую ообой .сум•му 100.Льшоrо ч1t1сла неюих «эл·ементар!Ных еди
ничных аJкrов», ·В1ероя11н:0сть ка,жщого ·из юоторых достаТОЧJЯо 

мала. Эта модель оказЫIВ•а:е'l'IСЯ п:риrод'НIОЙ для ОIПИ!са:юия ра:СJП1ре
делен!ИЙ самых 1разнообра•ЗtН1ЫХ биолоnИJческих и небиО1Логичеокнх 
явлений: раlСП\ре~де.п•ени·я ч:Иiсла сорня1кав на учетtных П:JЮЩа.дiках 
поля, ч.исла 'IШe'I'IOK ·крови IIO юв.аДJр~атам 1СЧ.е11Н10Й ка:М•еры, ЧiИIСЛа 
мутаций, воз-нИ!кающих за О1П1ределенный 111рамежуrок времени, 
ч·ис.па несч·а•сl'ных ·случа1ев, тел1ефоюн:ых вызовов за ед~и1ницу вре
мени, числа звезд ·в ощJ1еделенtн~Q/м объем1е mроСТ1раJНIСТ1Ва, числа 
ра•опадов р·ад;ооЗJКТИiВIНЫХ ·атомоо и т. д., и т. п. 

Пер·ейдем :к aiita:.1и1:зy М'Оlд'ели - :ИJзучению случай11Юй вели-

qины х. Ка·ково ·ра•сrпр·едел·е!Н\Ие ·В•еtрюя11носгей {РА}, k =О, l, 
2, ... , •случ·айной 1В1е11и1ч-И1Ны х? Про.вед~ем некоторые ра1ссужде
ния, оон~овьr.ваясь на СIВОЙ•С11В·ах mрО'И3'ВО!ЦЯЩИХ функций. 

Выпишем производящую функцию случайной величины х;: 

Gi(Y) = (1-Лi) + AiY = 1 + Лi(у-1). 
Для суммы Jc = Х1 + . . . + Xn прОИIЗIВодящая фу.н~кция G в 

силу обобщения теоремы 11-5 ра1вна 

G(y) = G1(Y).·G2(Y) · ... ·Gn(y). 
Прологар·ифм.и1ро.ва1в это выр•аж•ен1ие и •Воспользовавшись при
б111ижен.ны~м р а/В•еlН·СТIВОМ 

ln (1 + Лi(у-1)] ~ Лi(у-1), 
справ.ед.11~И1Вьrм в силу малости вели1чИJн Лi, получим 

111 О(у) = ~;=1 lп Oi (у)= ~;=1 ln [1 + /,i (у-1)) ~ 
~ ~:~ Л1 (у-1) =А(у-1) . ..... ,=1 

С.11.едоiВаТ1е.1ьно, приб.1.ижен1ное вы1ра•жение проиэводящей функ
ции ИМ·еет ВИД 

О (у);:::::::; e'n о ty) = е'" ( у-1) 
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и обращае11ся в rочное раsеНIСТ'В'о Dри Лi-о, п- оо. 
Воопользуемся теперь тооремой 11-4. Им·еем 

О' (у)= Ле' (y-t), О" (у)= /.2 е' <у-1), ••• , a<k> (у)= Лk е' (y-t>. 

Следовательно, G1k) (О) = Лk е-"1., откуда 
- 1 0<k)O) - 1 )k -< Pk-JiГ , -и-е. 

Выв~еНJное нам·и ·ра~опреде.л,ение 

л1е 
Pk=k! е-\ k=O, 1, 2, ... , 

называется распределением Пуассона с па1ра·метром л. Пара
метрами р.а1спрм·ел·ения ОПjреде.~енноrо вида - -в нашем случае 
распределения Пуассона -
называют константы, значе-

пц Рк 
ния которых однозначно "> 

определяют распределение 

вероятностей. Вид распреде- · 
ления Пуассона для различ
ных значений параметра Л 
показан на рис. 12. 

Следует помнить, что рас
пределение Пуассона получе-

но в предположении, что слу- o""""~}-L-~;..;;:;:=,;;c:;::=""""::L:-i::l!K 

чайные величины Xi не за- 12 
в и с и м ы, Лi м а л ы, а Л п о-
ст о я iI но для единиц на- Рис. 12. Распределение Пуассона для 
б.Людения (разных чашек некоторых значений параметра !... 

Петр и, учетных площадок, 
отрезков времени и т. п.). Фактические распределения могут 
значительно отличаться от распределения Пуассона в силу на
рушения этих условий. Например, при плохом перемешивании 

суспензии клеток xi уже не будут независимыми (образование 
«комков» клеток), а /, будет варьировать от одного опыта к дру
гому. Отклонение эмпирического (экспериментального) распре
деления от гипотетического (теоретического) позволяет подчас 
не только обнаружить методические ошибки в проведении опы
та, но и вскрыть существование более сложных механизмов, не 
описываемых простыми вероятностными моделями. 

В за;ключен1ие Э'Т'ОГО па1раграфа отметим, что математическое 
ожндаiН'ие и диюперс1ия пуа·осоно1вского 1раюпредел·еwия опреде

ЛЯЮ'ГСЯ па1ра1ме-гром Л: 

Ex=I" Dx=I .. 
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Дейсmительно, 1ка~к мы только что показаiЛ'Н, G' ( 1) = Л., 
G"(l) = Л2• в •СИЛI}' rеоремы 11-6 IИМ·еем 

E:t =О' (l)=Л, 
Dx= О" (1)+ О' (1) - [О' (1))2 =1.2 + ), -л2 =1-. 

§ 5. БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Ра1с.смоо;рИ1М случайную ве.л1И1чm1у- чи~сло девочек в семье 
из п дJетей, ·IJIР'ИiНИмающую 31н1ачеюие О, если родил·ся ·мальч·ик, 
к З1Н'ачен1ие 1, ecJl'И ;род%Лаtеь деБОЧlка. ОпрашИ\В·а~еrtся, ка1ково ра·с
Rре.ztелепше вер.оят:нос-rей для ·чи1сJ1оа девоч·ек iB ~семье •из п детей? 
Эта и М!Н'ОГ.ИJе д1ругие задачи опИJсЬilваю-гся .сл,едующей у;р1но1юй 
схемой, н1азываемой схемой Бернулли. 

В ур1не НаХОДЯТСЯ 'Чеj)IНЫе И •белые ша1ры В .ПрОПОрЦИ'И р : q 
(р + q = 1). Каждый эюсперименrr ·ОО~оит в случайном. после
дJОIВа'Гельном вьrбQре ·с 11юЗ1В1ращением п шЗ1ров. Ка1юово р1а1спре
деление {Pi}, i =О, 1, 2, ... , п, чИJСЛа Чlf1РIН.ЫХ шароо? 

Проведем ·раrосуждения, пощобньrе ра~осуж,щения·м П1реды:цу-

щего па~р1а•11р·афа. Обоз~н.аЧ1111м xi -случайную вел1И'Чюну, при!Н!имаю
щую эна!Чiен1Н1е О, если i-й вынутый ша1р -белый, и значени1е 1" - -eCJIJИ он Ч·ерный. По у~слов.ию зЗ1Да:ч1и P{xi= О} = q, P{xi = 1} = р. 
КО111·ич·ест.во черных ша~ров •в отд1елЬ1Ном эюспер'Иlменrrе ошосы-- - - -
ва•ется су~ммой х = Х1 + . . . + Xn. Так ка:к ка.ж,щая из Xi имеет 
п.роИiЗводящую фу11ищию Gi(Y) = q + ру, то П\роИIЗIВОtЦящая функ-
11.И'Я су~:м.мы G (у) в ему обобщекия теоремы 11-5 б1у~деr 
G(y) = (q + py)n. Дал·ее, 

О' (у)= np(q + ру)'н, О" (у)= п (п - l)p' (q + py)n-2, ••. 
"., o'k) (у)= п (п-1) ... (п-k+ 1)pk (q + py)n-k. 

Поско.лыку для любого k =О, 1, ... п 

( - 1) ( k + 1) - пl o<k> (О) - п! k п-k п п · · · п - - (n - kJI' 8 - (n - k)! Р q " 
то 

" n' где Сп= kl (п :_ ki! - число сочетаний из п элементов по k. 
Полу~чен11юе ра~аПJре;д;еление 

Pk=C~pkqп-k, k=O, 1, 2, ... , п, 
называется биномиальным распределением ·с 1па1Раметр·а~ми р и п. 

Бинк:nиflалЬ1Ны1м ·ра1апр.едел~еюrе.м ОП'ИСЫ!Вlае"J1ся ШИIJ>ОК!ИЙ юласс
биологичооких ЯIВ\Л16Н1ИЙ. К бюномиалЬ11ЮМу ра~mр~ед,елеwию мьr 
об,ращаем·ся ~всякий раз, когда mу~ча~емый объект \И'Мее'Г од,1ю из-. 
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даух З111а1чени:й качестве!Нiного a.льrrep•H'a'flИIВIНOro призiН'аха - О или 
1 («да» или «1не-д,а»): -оемя п~р0tр0сло- не rnp0tp01CJ10, ч·елов~к 
здоров -не эдо1ров ('болен), ок:р•аска юрыльев 6аооЧ1к-и С1Ветлая,-
не ·авеглая ( rем1ная), кле'11юа повреждена - Н•е поо.реждена и т. д. 
ЗамеТ'ИiМ, чТIО '6ином~и.аль~ное распределен1ие мы получИ'JI·И в пред-

по.1южен1ии, что Xi IH ·е з а в •И ·С и м ы и р остается по ст о я н н ы м. 

Если, например, речь идет 
об инфекционном заболе
вании, то альтернативный 
характер признака от

нюдь не приведет к бино
миальному распределе

нию: вероятность забо
леть разная для челове

ка, находящегося и не на

ходящегося в контакте с 

больным. 
Вид биномиального 

,, Ри 
о," 

O,J 

0,2 

0,1 

n=10 

/( 
распределения для р=О,1 
кри различных значе

ниях п показан на рис. 13. 
Математическое ожида
ние и диспер~я случай-

20 

Рис. IЗ. Биномиапьное распределение 
при р = 0,1 дпя некоторых значений п. 

ной величины х, распреде-
ленной по биномиальному закону, выражаются через nарамет• 
ры р и п: -Ех =пр, Dx = npq. 
Дей~ствительаю, G'(l) =пр, G"(l) = n(n-l)p2• В ои.пу теоре
мы 11-6 нмее:м 

Ex=np, 

D~=O" (1) +О' (1) - [О' (1))2= п (п-1)р2 +пр -_п2 р2 = 
=np(l-p)=npq. / 

Ука\Жем н1а авязь между пуасоонаваюи:м и 6ино.м:иальным 
ра1сп.ред~е.лениям·и. Оказывае'11Ся, что 111])1И ма111ых р и достаточ·но 
большом п р1~ющредел·ооие Пуа~осона я:вляется приближением 
биномиального ра1сrnредел•еJН1И~Я (говорят: бИJНОмиалыюе р·а!С'П'ре
д·е.л·еняе а.п:п,роюсим:Иlру.ется пуаооонОJК1Ким), а ИJменио: если р .11.о
стаrоч1юо мало, то 

).k Ck pk qn-k,......, е-А -
.п kl' 

r.11.e Л =пр; причем оооrr.ветсmие тем лучше, чем больше п (при 
од1ном и том же Л). Это следует И!З ron>, что проИJЗоодящая 
фую1щия ·бином·и:аль~оого р·а~спределеН'Ия G (у) ра.вняется 
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О(у) =[q+py]ll= (1 +р(у-1)]11= [ 1 + Л(у;; 'Т. 
Ка.к ИЗIВОС11НО ШЭ ~а маrемаФИ:ЧОСКОГО а!Н'алmа, фу~нКЦИЯ 
( 1 + ')../п) n ·стреМИ11СЯ к е1-- mри п-оо. Поэтому imp!it п-оо имеем 
G (у)-еЛ<11- 1 >, чrо Я•ВJIЯе'rоЯ nрои390дящей ф}'IЮКI.JJИей ра<С111реде
лен1ия Пуаюоона. 

Ита1к, rори малых р 6и.но-м·иалыюе рао111реде.леI11ие ста11ЮВи.тся 
б.irиэюим ·к р1а•спредеJ11еКию Пуа0асоиа. ОД1Н18.iJЮ эти дlВа расmреде
ле11•ия ооот:ве'11С'J1Вуют раsны•м ста~И\СТНIЧ'еСIКЮМ схема.м. Для nоя'С
rtе11ия оказанного .раооМОТ!рlИIМ ПIJЮИ3ВОдящую ф}'IН'IЩИЮ G (у), 
общую для пуа.аооноrвскоrо .и бИ1Н1Ом'ИаLЛЬ1Н~ого ра1ап.ре:целений: 

G(y) = [1 + Л1 (у-1)] · ... · [1 + Лn(у-1)). 
Проивводяща•я ф}'IН'кщm раюп.реде.ления Пуа•осона 

еА (у-1) 

и прОiИi31ВОДЯЩая функция бИiНОМ'ИаJIЫЮГО р1а•о111ределен·ия 

[q + py]n = (1 + p(y-1).]n 

ПОJiуЧаl011СЯ ИЗ Q (у) ПJ>'И р а З 'Н Ы Х ПредJIЮJЮЖеJl'ИЯХ 0'111IOCwreJIЬ
НO Л1 , ••• , Лn. Распределение Пуаюсона ПWiyчaffi'Cя в цредп.оло
жепии, что Л1, ... , Лn -достаточ~но малые ч нс л а; б!ЮНо
миалыное - в П\Р~е;д;попожеюии, что iВсе Лi один а к о.вы: 

Л1 = Л2 = . . . Лn = р, гд:е р - их общее значени·е. 
Из изложеюноrо следует, что расп~ред:елен1Не Пуа~ооона и 

би·номюалЬ11Юе раm:рЕЩеп~еиие хотя и родственны •по п.рЩ>о~це, но 
оп•юсьmают ра:З>ные процоосы. Раопр:еделение Пу.а1ооона ооисы
вает сумму rетероrе111ных событий •С малыми :верояТ!ностями 
отделыных •событий: (Л 1 , А,, ... , Лn). Ра~сmределение биюом:иаль
ное ОIП'И'СЫВа1ет -сумму ОДIНОрОДiНЫХ ;событий, но без опраiН·И
чения .юа ~IН1Ч'ИН'У вероя11Н0СТИ О'l1делыюго ~события. 

§ 6. ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

К б:И\ном.и.аль.ному .ра1определ·ению мы пришли, рассматрИ1Вая 
ур1Н1О1Вую сх·ему с шарами ДJВух ТИIПОIВ. Однако нередюи задачк, 
когда ч·и:сло ти1пав шаров .в ytp111.e больше двух. Нап·р·имер, нали
Ч·и1е четырех оанО1Вных J1)ymп !К\ро!В'И в системе АВО челов·ека 
оз1начает, что изучен~ие их ра•оmредел·ения пр•И!Ведет к урновой 
схем·е с четы·рьмя тюпами шаров. 

Рассмотр·ИIМ общий случ.ай. Пусть в урне находяТtСя шары l 
типов в пропорциях Р1 : Р2 : . . . : р1, так что Р1 + Р2 + 
+ ... + р1= 1. Каждый эксперимент состоит в последователь
ном ·выборе с возвращением п ша1ров. Ка1кава вероя11ность и:м·еть 
в дан1ной :выбо~рке k1 шаров первого тюп1а, k2 -IВТОроrо, k1 - l-го 
типа (k1 + k2 + ... + k1 = n)? Обоэ1нач•нм эту вероятность 

- - -p(k1, ••• , k1) = Р {х1 =k1t · X 9=k2, ••• , Х1 = kz\. 

52 



По еуг~ д::'I'а, это .ращределеumrе моюrомерmй спучай·ной вели

чины (х1 , х2, ... , х1). Пр<ХВО\Ця раооужденм, оодобtн.ые rем, что 
иополызовалясь в § 5 п~раи ВЫВОIЦе 6нiномlиалыюrо ращр-ещеления, 
можно показать, что 

(k k ) nl 111 111 11 1 
р I• ••• ' l = k1I k21 .•. k,1P1 Р2 ••• Pl . 

Такое распределен•ие 1назы1В·ается полиномиальным распределе
нием ·с па~рамегра•м·и п, р1 , Р2 •... , Pi-1• Поли1НОМ'ИЗJIЪ1Ное ра~оп~ре
деление я;вляе'JIСя 0tбобщением биоом1юалъноrо, последiн~ее можно 
paroмa1lpiИIВ1arrь КЗ•К ПОJI'И.НОМИЗJIЬIНОе при l = 2. 

Пример 11-4. При •скр1ещи.ва1Нии гетерозигот Аа верояТIНОсти 
поямен:ия в потомст.ве дом1ина:нтной ·го:мо.зи>1'0ТЫ АА, rет.ерози
готы Аа и р;ецеасИ1В1Н1ОЙ roмoз:i1,rorrы аа р·аiВIНЫ соот:ветс1100Нно 
Р1 = 1/4, Р2 = 2/4, Рз = 1/4. Чему .раОЗ1н•а :вероят11юстъ того, что 
в семье, содержащей д~вух потомков, ·не будет н;и одной доми
наlН'I'lной гомозигоrгы? 

Обознач:им р JЮКомую 1Вероятностъ И пусrъ p(k1, k2, k3) -

вероятность ТОIГО, Ч"ГО k1 ПО'IUМКОВ ЯВJIЯIОТ'СЯ ДОМ!JfНЗIНТНЬl'М'И rомо
зигота1м·и, k2 - г:етерt0з•игота~м11 и k3 - рецоосквны'М·И rомозиго
там•и. Тогд•а р = р(О,0,2) + р(О,1,1) + р(О,2,0). Вычи1СJ1им ::аж
дую из этих оорояТНЮ1стей: 

р (О, О, 2) = 01 ~>!I 21 (1/4)0 (1/2)0 (1i4)2 = 1/16; 

21 
р(О, 1, 1)= 011 ·111 (1/4)0 (1/2)1(1/4)1 =1/4; 

р(О, 2, 0)= 01 li 01 {1/4)0 (1/2)2 (1/4i'= 1/4. 

В m-оге р = 1/16 + 1/4 + 1/4 = 9/16. 

Задачи 

- - - -11-1. Докажите, что: а) ЕС=С; б) Е(Сх) =СЕх; в) Е(С+х) =С+Ех, 
где С- константа. - ~ 

11-2. Докажите, что: а) DC=O; б) D(Cx) =C2Dx; в) D(C+x) =Dx, где 
С - константа. - - -

11-З. Докаж~те, ~то. Фоgмулу для дисперсии Dx=E(x-Ex) 2 можно за-

писать в виде Dx=Ex2-(Ex)2. 
11-4. Покажите, что математическое ожи,11,ание целочисленной равномер

- 1 
но распределенной случайной величины Ех= 2 (N + 1). При этом обратите 

внимание, что 

S=1+2+ ." +(N-l)+N; 
S=N+(N-1)+ ... +2+1. 

11-5. Покажите, что ди~пеfсия целочисленной равномерно распределен-

ной случайной величины Dx = Т2 (№-1). · 
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Для вычисления ~7=1 i используйте треугольную таблицу: 

1+ 2+ з+ 4+ + N N(N+1)/2 
2+ 3+ 4+ + N (N+21(N-1)/2 

з+ 4+ + N (N + 3) (N - 2)/2 
4+ + N (N+4)(N-3)/2 

N (N+ N) (N-N+ 1)/2 

Сумма 
по 

С\°ОЛбцу 1 22 32 4~ ... № 

II-6. Докажите, что для любых двух случайных величии 

11-7. Докажите, что если х1 и х2 независимы, то 

II-8. Докажите, что если независимые случайные величины х1 и х2 рас
преде;1еиы по закону Пуассона с параметрами Л. 1 и "'2 соответственно, то их 
сумма ;=;1 +';2 также имеет пуассоновское распределение с Л=Л.1 +Л.. 

II-9. Эксперимент заключается в одновременном подбрасывании 12 иг
ральных костей. Если кости симметричные, то вероятность случайного собы
тия А ={5, 6} для каждой из них равна 1/3. Определим случайную величину 
как число костей, на которых выпала цифра 5 или 6. Она имеет биномиаль
ное распределение с параметрами р= 1/3, n= 12. В табл. 1 приведены ре-

Таблиц а 1 

Распределение результатов 26 306 бросаний 12 иrральных 
костей (данные Узлдона, по В. Фел.яеру [1967] и М. Кендаллу 

и А. Стыоарту (1966]) (к задаче 11-9) 

Число осуществления 

события { 5, б} в одном 
зксперименте 

о 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

Число наблюдений 

змпирическое 

185 
1149 
3265 
5475 
6114 
5194 
3067 
1331 
403 
t05 

14 
4 
о 

ожидаемое 

203 
1216 
3345 
5576 
6273 
5018 
2927 
1255 
392 
87 
1 :~ 
1 
о 

зультаты 26 306 таких экспериментов. Посrройте графики наблюдаемой и 
о:жидаемой функций распределения. Сравните две полученные кривые и най
дите 11х м~ксимальиое расхождение. 

II-10. В одной семье все 9 детей- девочки. Найдите вероятность этого 
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события, предполагая, что появленке детей разного пола описывается бино
миальным распределением с параметрами р= 1/2, n=9. 

11-11. При облучении сухих семян гороха гамма-лучами в клетках про
ростков регистрировали число поврежденных хромосом (табл. 2). Всего бы-

Т а б пи ц а 2 

Распределение числа поврежденных хромосом по клеткам 
проростков гороха, n=IOOO (Н. В. Лучник, 1963 г.) 

Число повреЖJ1еи
ных хромосом 

и кдетке 

о 
1 
2 

(к задаче 11-11) 

1 Число повреждек-1 Частота клеток иых хромосом 

0,877 
0,063 
0,047 

в клетке 

3 
4 
5 
6 

Частота к.1еток 

0,007 
О,СО4 
0,001 
0,001 

ла проанализироване 1000 клеток. Среднее число поврежденных хромосом 
ка клетку равно 0,205. Сравните графически это эмпирическое распределе
ние с гипотетическим распределением Пуассона, А.=0,205. 



ГЛАВА Ш 

НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЯНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

В гл. II мы рассмотрели дискретные с.11учайные величины. 
Другой важный ·к.л·аlС!С соста1Вляют ~случайные в·елиЧJИIНЫ, множе
ства возмож1Ных .зна·ч·ен~ий которых представляют отрез·ки дей
ствительной прямой. Пр1И1мера1м.и rнепр1ерывных случайных вели
чин являются ·масса ·и ~ра.з·меры особи, диа1м·ет.р колОНJИ'И Н'8. чаш
ке Петри, уровень а·ктИ1В1ности фермента, количеСТ1Во гемогло
бина ·В ми.1шил·И'Тре 1к.ров·и, !Воэра1ст и т. д. 

§ 1. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЯНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ 
СВОЯСТВА 

Непрерывная случайная величина х оп.ределяе-гся тем, что 
ее функция р•а1опрtедел·ения F (х) имеет ·следующий в·ид: 

Р(х) = S~00f (t) dt, 

где f (х) - неотрицательная функция, называемая плотностью 

распределения вероятностей -случайн10й величиrны х. Плотность 
1ю.1шостью О1Пр·еделяет непрерыВiную 1случайную в1ел'И'чи:ну и поз-

воляет находить вер~0я111юсть .попад1а1ния х в О'I'резок [а, Ь] по 
формуле 

~ rь 
Р \а<:х -'(Ь) = 1 f(x)dx. 

~ tl 

Замети1М, Ч'l'О ве.рояТ1ность попадания случайной в·ел·ич,И1Ны х в 
отрезок [а, Ь] ра1В1на в.ероятноаги 1пооадания в любой 1из отрез
ЮОIВ [а,Ь), (а,Ь], (а,Ь), IIIO'ГOMY что вероЯТIН'ОСТЬ ·ПОПадания в 
любую коmюретную точ.ку рав1Н1а нулю. ПослеДJН-ее утверждение 
следует 'ИВ цре,ц.ельного оооmношен:и.я 

Р{а~~ < а+дJ = sа+д f(x)dx--P\x=a) =0. 
а д-+0 
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Отм:ети·м, что меЖ~д;у д;JЮК•рет.нiЫ:ми н 11rепощръmным_и случай

ными веJ11И'Ч'И1На:м·и сущес:mует Я!Вная З1НаL11оnи:я. Пу~сть х - непре
рыsн1ая СJiуч·аЙ\ная 1Вел1ичи1На 1с ·пл1001ностью раюп~реде.лення f(x). 
Разобьем юн~в~ал (а, Ь] ('рис. 14) на п 011р'еЗ'КОВ ДIJl'ИlllOЙ Л, 

Рис. 14. Приближение непрерывной случайной величины дискретной 
случайной величиной. 

для п:росrоты п1рим•е;м а = О. Для каждого из ·И1нrер~валов (О, Л], 
(Л, 2Л], ... 0011р·едели1м чисnа р0, р 1 , ••• КЗJК площад1и посr~р.оен
ных ·на них п~рямоуголы~:июов, :высота КО"I1О1рых равна эначению 

ф)'IНlкции f (х) в 1о~редИ1нах <Уrq>езков. На1П1р~имер, Pk - это пло
щадь заштр•ихаваiН'НIОГО •на piиie. 14 прям·оуrольнwка: Pk = Л·f(xk), 
где Xk = k·Л + Л/2 = (k + 1/2)Л. Таюt:м образом, мы имеем 

дисюретн:ую аучайную вмичи.ну х' с ра1С1П1ределением .вероят.но
стей {Pk}, k = О, 1, 2, . . . . ПосЮОJI:ыюу для неmрерывной случай-

ной веп·ичmы ; И1Меем Р{а <:; <Ь} = S~ f(x)dx, то 1В силу 
оореде.ления и~нтеграла 

s: f (х) dx ~ ~=: f (iЛ) Л = ~;~: Р;· 
Следова'rеllьюо, Р{а <:; < Ь} ~ Р{а <: '2 < Ь}. Таким обр•азом, 
дис·юреm:ая 1случай:ная велич·и~на х' служ·ит п.ри~бл1И'жением не

пр·еры:в'Ной случайной вел·И1Ч1ины х в та1кой же ·сrепен~и, в какой 
ча1стичные су;ммы (площади црямо~"ГОЛЬiНiИКов) -служат пр!Иlбли
жение:м: интеграла. В пределе, пр·и л- О, поСТ1роеmная н1а.ми 

дИIС:Креmая ·случайн·ая величина х' С'Гремится к ноо1реры·В1НОЙ 

СJIУЧЗЙiНОЙ ВеЛ'И'Ч'ИIНе Х. 

ПонятН1Я математического ожидания Е~ и дисперсии Dx для 
непрерывных случайных веJI·ИЧИIН воодЯ11Ся следующим образом: 

Ех= s:"'xj(x)dx; 
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Ка1к .и для д:иа~еrного rслуча·я, !ВЫраж·ение ДЛ·Я д'ИJСПерiС'ИIИ 'МОЖIНО 

за.писа'Тъ ·по-'Иlному: 

- - - SCXI [SCXI ]' Dx=Ex2 - (Ех)2 = _
00

x 2 f(x)dx- _00 xf(x)dx 

f(x) 

.. 
Рис. 15. Дисперсия случайной ве
личины х1 (кривая /) меньше дис
персии случайной величины Х2 

(кривая 2). 

Дисперсия характеризует размах 
изменчивости изучаемого при

знака, «ширину» кривой плотно
сти распределения. Например, 
на рис. 15 распределение 1 имеет 
меньшую дисперсию, чем распре

деление 2. Из рисунка можно 
также сделать качественный вы
вод о том, что распределение 

случайной величины «сосредото
чено» в основном в некоторой 
:жрестности математического ожи

дания. Мы вкладываем в сказан
ное следующий смысл: вероятность больших отклонений слу-

чайной величины от в; мала, т. е. Р{\х-Ех\ ~ е}-О, если 
е-оо. 

ПрИ!Ведеmные кач•еО'ftВ!еюные .сооб\ражени'Я можно об.л·ечъ в ко-

личеС11Венную фор1му. Обоз1начим µ = Е~ и а= V DX. Справед
Л'ИIВа следующа'я теорема, ~оторую дадим без докавателЬ'СТВа. 

Теорема 111-1 (Теорема П. Л. Чебышева). Дл•я любого 
числа k 

Р 11 Х - Р· 1 ~ kз J < 1 / k2 • 

Из эrой теоремы ·сл·едует, на1пример, что 11\РИ k = б на участке 
от µ - ба д10 µ + ба оосрещоточено 1не ме~н1ее (а 1юзмож~но, и бо
лее) 96% зrна'Ч·ений случ1ай1НJОЙ 1вм1иЧ1111н.ы, т. е. 

Sµ.+5• 

µ.-Ба f (х) dx >- 0,96. 

Для пр,а1кrичеаки важных типов ра'Оn~ред·елений 96%' рЭJС1111Ре
деления ооqредоточеюо в rора1зд:о м·еньшей оюреаrurости матема
тич·еского ожища1ния -iВ п•ред:елах 2а +За (с:м. § 3). Из тео-

ремы 111-1 сл•едует такж~е, что .при Dx, б.лrизКОIМ ·к нулю, 1р~8JС!ll)ре
дм·ение ооаредоrочено в основном 1В -малой окрес'ЛНОСТИ Ех. 

В р·яд·е муч·аев 1В ~а·честве ха,ра1Ю'Jlер1И1Стююи «центра:. раоп:ре
делен1ия rберут медиану ~. юоторая д'елrиrr пл:QIТ!Н1осrъ р•а1ацределе.
ния на ДiВе ршноо.ел·икие по ПiЛОща~и ч•а•стrи. Иным·и слова~ми, 
д.11я медианы выполняется соотношение 

- -Р[х < ~J = P[x>CJ =0,5. 
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§ 2. СОВМЕСТНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ И НЕЗАВИСИМОСТЬ 
НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАRНЫХ ВЕЛИЧИН 

Пусrь ; 1, ; 2 - две неп:реры~вные 1случаЮные вели.чИIНЫ. Мно
жесmо их возможных з·начений (эл·ем·ентар1ных ообытий) -
ТОЧ'К'И плоскости. Любые события предсrа1вляюrея геометр·и
чеокн в ви;де об~л1аqгей н1а этой ПJЮСIЮСТ'И. В да-11ьнейшем для 
простоты -будем 'ОДJНIОЙ ·и той же •бу,ювой ('на1rrр·имер, А) обозна
чать и об.л·а1сть, и ООО11Ве'J1СТIВУЮЩее ообы::_ие, з!IКЛ!_<>Чающееся в 

том, что Д1Вумер1ная случайwая вел~чИJНа х = (х1, Х2) Е А. 
Совместная функция распределения F(x1, х2) двух непрерыв-

ных случай•НЬIХ вел·ИЧИIН х,, Х2 зада1ется пло-mюстью дlВ~умерного 
ра·спредел~ения - н•0011рицательной фуwкцией - ТОJiько уже двух 
переменных f (х1 , х2), та:1юй, что 

F(x1, Х2) = s:oo S~100 f (t1, t2) dt1 dt2. 

При этом в·ерояТ1НОСТь любого 1ообытия А, обоЗ!на1ча·емая, каlК и 

ра1ньше, Р(А) "ил'И Р{хЕА}, 001р•еделяе11ся выражением 

Р\;ЕА\ = S Sлf(x1 , X2)dx1dx2 , 

rде и1Нrеnр'И1рова1ние ·Вед1ет~ся по обulа1сти А. 
Выя·сним теперь, ка1к 1авязаны ма1рГ1ипrалЬ1Ные р·аопределен•ия - -случайных веmi'ЧIИН х1 ·и Х2 с фуН1кцией f (х 1 , х2). Пусть - ~ 

Р {х, < х1} - это вероят~ность тоrо, что •случай:на1я вел·ичина х1 
пр•имет значооие, меньшее Х1, шrе з·а1В1И1СИМОСТ'И от юго, каК'ИМ 

будет Х2. СледавателЬ!Но, Р{х1 < х1 } = F1(x1), где F1(x1) -мар
гинальная фуt111кц·и~ ·ра~спределения х1 . Обоз1нач•им f1 (х1 ) оооmет

ствующую 1плОТ1Н·ость р·а1с~пр·едел.ения х1 . Найдем ее: 

F1(x1)=Pl;1<x1J=Pl~EAJ=·S Sлf<x1. x2)dx1dx2= 

=J:00 J~00 /(t1. t2)dt1dt2=S~'00 [S:00 1<t1. t2)dt2]dtl" 

Так как f1 (х1) = F'1 (х1 ), то по Щ>авилу д'ифференц~юрования 

интеграла по.лучим, Ч'ГО плотность х1 раоэ·и·а 

/1 (Х1) = s:oo f (Х1, Х2) dX2. 

Анал-011ично пл.сУгность ра1оп.ределен·ня х2 ра.в·на 

/2 (Х2) = s:oo f (Х1, Х2) dX1. 
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Отсюда медует по оо~ределению матем·атич;ес~кого О>ЮН!Ца111и11, 
что 

Ра•осмотрам понятие математического ожида111•ия в общем 

CJiyчae. ПУ'сть х - ·случай1Ная в·ели"fИIН•а, я·вляющая0ся функII:иеА 

:;, i1 ; 2: х = q> (~. ; 2). Ма-гематичесюим ожида1Юи.ем случай1ной 
величины х .называется число 

E[q;(~1. Х2)]= s:CX)J:CX) ср(Х1, Х2)/(х1, X2)dx1dX2. 

Из этого ;ра;венсrnа немед.11°енно СЛ·едует свойство суммы слу-- - - -чайных вел~ичИIН: Е(х1 + х2) = Ех1 + Ех2 • Дей·спнrrельно, 

Е(-;1 + Х2) = s:"" s:"' (Х1 + X2)f (xl, х~> dx1 dx2 = 

= J"' \';;о х 1 f (х1 , х2 ) dx1 dx.2 + 
-со"' -со 

+ s:CX) s:CX)x2f (Х1, Х2) dx1 dx" := ЕХ1 + Ех2. 

Ка.к СJI·едует из гл. 1, непр·е~рЬliвные случа.йные велич~и111ы х1 и 

х2 я'вляются незаiВис·имыми, есл'И для любых И!Нтервалов 

А1 = (а1, Ь 1 ] и А2 = (а2, Ь2] условная вероятность Р{;1ЕА1/~еА2} 
не зависит от А2, т. е. Р{а1 < ~1 < Ь1/а2 < ~2 < Ь2} = 
= Р{а1 < Xi < Ь 1 }. Пу~сть f(x1,x2) -·оовмест.ная плот.нооrь веро
ятности ;, и ;2, а f1 (х1) и f2(X2) - ПЛоОТНОСI'.И оороЯ11НОСТIИ ;, и 
х2 в отдель~ности. Пр'ИiВ·ед·е:м без дока1з;атель~С11Ва следующую 
теорему. 

Теорема 111-2. Нщре,рывные •случайные •вел~ичИ1Ны х1 и х2 не
за.ви~симы ТОiГда и толыrо тогда, когда 

f(X1,X2) = f1(X1) ·f2(X2). 
Из этой теоремы следует •Важ'Ное свой~ст11ю неза0ви1сwмых слу

чай;ных величин х1 и х2: - - -D (х1 + Х2) = Dx1 + Dx2• 

Дей•С'11Вительно, 

D(x1 + х.) = Е(х1 + х1)2 -[Е(х1 + ;2)]11• 



Имеем 

Е{х1 + xs>2 = Е <х~ + 2.Х1 ;2 + ;~> = Ех~ + 2Е (~1 xz> + вх~. 
Так как 

[E(~t +х2)]2 = [Ех1 + Ex2J2= {Ех1)2 + 2 (Ех1) (Ех2) + (ЕХ'2) 2 , 
то 

п (~1 + Х'2> = r в.~ - <Ex1)2J + [Е;~ - <Ex2)2J + 
+ 2 [E<~t х2> -<Ех1) (Ex2>J. 

П~iВЬl'е Jl!В'a член.а !ПрЗIВОЙ ча1~И-ЭТО по ОП•реде.л~ению v~. - - -
и Dx2• Третий член ·р·авен ·нулю, та1к .ка.к х1 и х2 неза:ВИJС!И'МЬI 

{с.м. зада~у 111-2). Следовательно, D(~ + х2) = D;, + D;2• 

Такнм обр;азом, незаlВ'НIС'Иlмые ~случайные велИ'Ч'ины облад·ают 
адд·итипmым овойсmом .в anooшeнmf д'И•ООеJ>'С'~·-И в общем сл.у-

чае для п не.эаlВ'ИIСИIМЫХ •случ·аЙIНЫХ iВeJIIИ'ЧlfH х,, Х2, •••• Xn будет 

п (~;=1 .xl) = ~;=\ nxi. 
Выше мы р·аюсм011рел·и ·свой~ва матема~wч.еокого ожидЗJНIИЯ 

и джmерсИ'И для ·су~ммы неза!Внtсюмых •случай.ных ве.1иrчН1Н. Когда 
слу'Ч'аЙlные ~вел'И'ЧИiны заilmсюмы, в ка•ч·естзе М·еры зависимости 

используют ковариацию: Cov ( ; 1, х2) = Е [ ( Х. - Eii> ( ;2 - Ех21)]. 
Ее можоо за·П'ИIСатьи ИIН·а~че:Соv (х1. х2) = Е(7'1 х2)- (Ех1) (Ех2). 
Послед111ее ·след:у~ет ·из п1реоб.ра000З1ЮИй 

cov (х •. х2> = Е [х1 ;2 -'Х1 (Ех2> - х2 (Exi> + (Exi> <ЕХ'2> I = 
= Е <xi х2> - <Ех1> (ЕХ'2> - <Ех2> (Ех1> + <Ех1> (Еха> = - - - -= Е(х1 .Х2)-(Ех1 ) (Ех2). 

Если f(x1, х2) - шлотность 1р·аоореде.леwия, ro 

Cov (х1. Х2) = s s:CD Х1 Х2/(х •• Х2) dx1 dx:1 - (Ех1) (Ех2). 

Sмысл ковар'il·аци~и ясен из_ сопо':1"а'вле~н1ия ее с д:испероиями х1 и 

Х2, в которых юваДiрат (х- Ех) 2 запишем ка.к произ~ведение - - - -(х-Ех) (х-Ех): 

- - - - -Dx1 = Е ((.х1 -Ех1 ) (х1 - Ех1 )]; 

D;2 = Е [(;2-ЕХ'2) (х2- Ех2)); - - - - ·- -Cov (х1 , х2 ) = Е [(х1 - Ех1 ) (х2 - Ех2)]. 
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Ан·аJIОГИЧНЫ•М ооравом ·МОЖiНО {)1Пlред0елить понятие 1юва~рRации 
И ДЛЯ ДIИСК!РетRЪIХ ооучаЙIНЫХ ВМ'И'Ч'И\Н. КО!В·аiр'НiЗЦИЯ (1буюваJIЬНО 
«совмест.ная :вариа·UJИЯ») - это ·мер·а 1оов·м·0С11НОI'О взtръиров·ания 

случайных ~величи~н х1 и х2 (ааrглийокие тер1мшrы variance и co
variaпce лучше 011р·ажают общность смысла этих величин). -Можно сказать, что д'Иlапер•оия 1случай.ной ·величины х- это ко-- - ,..., - -
вариация х ·с х: Dx = Oov (х, х). 

Введем 11еп·ерь ноJВую 1случ·айную В·елич1wну 

х-Ех 

у= '11" - ' 
t' Dx 

J«УГОрую будем называl'Гь нормированной случайной величиной. 
Смысл тaflroro 111рrобравО1Вания (:оормwро1Вания) за!юлючается в 
том, что за начало отсчета значений случайной величины бе-

рет~ся ·аред1нее зна~чение в;, а сrа·нща1р'1'1Ное отклонение V D-; 
исJЮJiъзу·е'Dс·я ·ка.к едИIНIИца и.эм1еренюя. В результате получа·ется 
безразмерная величина, математическое ожидание которой рав
но ну.пю: 

Еу= О, 

Dy= 1 
(ом. зада~чу 111-3). 

Кова1р·иа:ция ДJВух ·нор0м:и~рооа1Н1Ных случайных величин 

называеrея коэффициентом корреляции 'СJI'У'Чай1н.ых веJI111Ч'Ин .~. 

и ~ и обоонач1а•еrея каlК р(;1, ~2) IИJЛ'И mросто р: 

Р = Cov (Ун Yz) = E(Yi У2) - (Еу1) (Еу2) = Е (У1 У2) = 
_ Cov (:;1, ;2) 

- V(n7i) (п;~) · 

Как и исхо~ые нор1мИ1рооа:н1Ные iВ·елич1ИJiы у1 и у2 , коэффициент 
КОIJ>1р·еляции есть ·ве.л·ичи.на беэразмерНiая, и потому он Я•ВJiяется 
удоб~ной мерой за1В·исимости (пок·а'Зателем силы связи) ДiВух слу
чайных вел1и'Ч'ин. Ero значения по а1бсолютной велИ'Ч'НIНе не 11/Ре
вышают едИ!ницы: 

-1<р<:1 

- и достигают + 1 или -1 лишь lllJ>H наличии л ин·ей ной за-
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виси.мости ·между вел·ич·И1на·ми х 1 ·и х2 • Бсл·и случайные ве.л1ичи.ньz. 
неза1в•исямы, то р =О; эrо сл1еду·ет из roro, чrо при независи-

мости Cov (~1 , х2) = О. Надо пщчерк-н~утъ, что Оiбрат.ное у'Гверж
дение в общем с л у ·ч а е невер·но: ра;венсmо 1Нулю коэффи
циента Iro!pp-eляIIJиiи еще не оэнача0ет 1Н·еза1В1:и~симости случайных 
велич-ИJн. Одiна.1ю для биомет.рючес:ких задач очень ва·ж1Ю, чrо 
об1ра·111юе утверждение епр·а•ведЛ'll!ВО в .с луч а ·е д 1В у м е .р н о го 
норм аль ног о рас предел е н и я (см. § 6). 

Дисперсия суммы за в и с им ы х случайных величин выра
жается через коэффициент корреляции: 

п <;1 + х2> = п'Х1 + 0;2 + 2r Vtnx1> (Dx2). 
Докажем это. 

- - - - - -2 -2 -2 - -
Е(х1 + х2}2 = Е (xi + 2 х1 х2 + х2) = Ех1+Ех2+2Е (х1 х2 ). 

Далее, 

откуда 

D(~ + х2) =Е(;,_ +х2)2 - [Е(;. + ;2)J2 = [E4-<Exi>21 + 
+[Ex~-(E;2)2J+2[E(X1X2) - (ЕХ1)(Ех2)]= 

= Dx1 + Dx2 + 2 Cov (х1 , х2). 

А так как Cov (~1 , ; 2) = р V(Dx1) (Dx2), то требуемое равенство· 
доказано. 

§ З. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

-Х2, ••• , Xn - очень большое число н•езаlВ'ИIСИIМЫХ дИ1С!КретlНЫХ 
случайных :вел'ИIЧИJН, кажда·я ив КIО'ООlрых может mр!И:Ним·ать рав
новероятно одно из двух значений: -е и е. Выясним, как рас-

п.ре,ц.елена •случайна·я iВ·ели111ина х, являюща.яся суммой случай-

НЫХ .веJllИЧ'ИН Xi: Х = Х1 + Х2 + . . . + Xn. 

Есл·и (п/2 + k) ·случайных •В·ел·иЧ1Ин Xi прИJНяли зна·чение е~ 
а оста111ьные (п/2 -k) •ПIР'ИIНЯЛИ значен.ие -е, то -случайная ве-

личина х п0р:и:мет зна~чение х = µ + 2ek, где µ- математ.ическое 

ожида~:l'Ие х. Иначе гооор·я, для того чтобы х п1р::~mяла з~наче

ние х, нуЖIН.О, чrобы k = х ~"" . В силу би.ном1Иалшого за
кона !Вероятность этого будет 
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п! ( 21 )n. 
р" = (n/2 + k)I (п/2 - k)I 

Если ( п/2 + k + 1) случайных ~велич·ин прИ1Нял1и з.на·чен'Ие е, 
а остальные (п/2- k - 1) приняли значение -е, то случайная 

величи·на х mр:имет следующее по величя.не значение 

х! = µ + 2ek + 28, ·большее х 1на 2е. Вероят.ность этого равна 

Рм = (n/2 + k + 1)7:пi2- k-1)1 ( ~ )п · 
Отношеюие в·е~роя1'1Юстей Pk+i -и Pk ра!Вно 

Ртн1 _ (п/2 + k)! (п/2 - k)! _ 
Pll - (nf2+k + 1)! (п/':!.- k -1)!-

(п/2 + k)! (п/2 - k)! (п/2 - k - 1)! п/2 - k 
- (п/2 + k + 1 )! (n/2 + k)! (n/'2 - k - 1 )1 - п/2 + k + 1 ' 

а отнооительный nри~рост в•ерояmности IJ>aiвeн 

дp11=Pk+i-Pk=Pllн_l= n/2-k -l=- 2k+I 
Pll Pk Pk n/:.l + k + 1 n/2 + k + 1 

Если п 1вел·и1ЮО, то очевИ)JJНо, что случа~и, . когда k = О или 
близко НIУЛЮ, а та1кже ~случаи, 1югда k = п и;.11и бл1изюо п, доста
точно р·едюи; их вероя111юсти 1бли.зк.и ·Н1У'ЛЮ. Поэтому для про
стоты ра1оом0Тtрим случаJи, когда k значител:ыно больше нуля, но 
значительно меньше п, т. е. O<k<n. Тогда 

Ветrчина 

др"~-4k/п. 
р" 

д Рkн -р11 
Р11= P11+1-P1t= (k + 1)-/t • 

dp" следователюrо, П1J>1И1бл1иiЖеН1НО ~раtВна mроиэвод,ной dii, еслм 

P1t ~ра100ма11JЖВать ·ка1К фу~юкцию 1Непрерьыmого а~ргу·меата k. 
Отсюда им•еем 

dp11 
p11dk ~ - 4k/ п. 

Решим эrо ура~внение, .полагая его rочным: 

dp" = - 4 .!!. dk 
Pk n ' 

откуда ln Р11. = -2k2/n + Iп С, где С- произво.льная константа. 
Следовательно, 

р" = се-211•1п. 

или, заменив k на х;: /1. и обозначив .эначение Pk через f (х) : 



где rr=e2п. 

Константа С определяется из условия нормировки: 

s:CD ! (x)-dx = 1. Из курса математического анализа известно, 

что j000 e-(X-t•>'12"' dx = cr V2r., откуда С= vl - . Таким образом, 
-CD а 2ot 

плотность распределения случайной .величины х имеет вид 

f ( ) __ J_ -(Х-!'-)'/2>2 
х - v- е , 

а 211: 

где µ и О' - па,ра•мет:ры раопределени,я. Это ра1спредел-ение назы
вается нормальным, или гауссовым (рис. 16, 17). Выше м:ы 

f(ж) 

Рис. 16. Плотность нормального распределения. 
Можно видеть, что /(х) попожитепьна, о.цновер111ннна, с макс•· 

мумом при х - р. и асимптотически стремится к - оо 11 + т. 
l(рввая имеет две точки перегиба: при х - 11-11 • х - 1-'+а; он 
симметрична относнтепьио перпендикупяра, опущеиноrо из вершины 

на ось абсцисс. 

вве.ли µ как математич·еское ожида~ние х, далее будет показано, 

что 02 есть дисперсия х, а О' - его среднее ювад~рати·чное отю1ю
ненШ!. 

Описа•нная наrм·и мо,щель является ча•с11НЫ'м случаем более 
общей ·аиrrуации. Может быть сформулrюрова.но и доказано 
утвержден.не (центральная предельная теорема), которое в не
строгой фор·ме звуч'И'Г ·следующим обр·азом. 

Если случайная величина '; представляет собой сумму боль
шого числа взаимно независимых случайных величин, влияние 

каждой из которых на всю сумму ничтожно мало, то х имеет 
распределение, близкое к нормальному. 

Нормальное ра•о111ределение зан•и.ма·ет централ:ыное место в 
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теор1И.и математической ·статистики и в ее биологичесК'их при
ложениях. 

Почему ·статистические мод·е.л1и, оснО1Ванные на ·1Юр1малыюм 
раопред·елениlИ, :н.аходят ШИJРОКое применение в биом·етри1и? 
В значитель·ной м·ере, по-·видимому, потО!му, чrо в био.л!ОГИИ 

F(x) 
~о ----------------1,9772 ------------

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

0,0238 1 

очень часты ситуации, близ
кие к условиям центральной 
предельной теоремы. Значе
ния различных признаков, 

учитываемых биологом, есть 
реализация длительного и 

сложного пути их становле

ния на клеточном, организ

менном, популяционном или 

биогеоценотическом уровнях 
организации жизни. Про
цесс формирования призна
ка включает множество от

носительно простых дейст
вий, каждое из которых 
подвержено массе случай-

Рис. 17. Функция нормапьноrо рас- ных, разнонаправленных 
предепения. флуктуаций. 

В са~ом деле, для мноmх колич0СТ1Вен1ных, или мерных, 
nриз:наlЮО'В (на1П1р~имер, рост, ма~оса, количест1В0 ОtП!ределенного 
проду•кта и т. п.), могущих пр•инн.мать неп.рерыв:ный р·яд 3наче
иий, их раооределения близки к нормальному. Это подтверж
дает а~нализ фаiК'JlичеСООИ1х да1Н1Ных в ООльших (~несколько тыся11 
•а~блюден•ий) выrбор•ках. На1111ример, ·на р.ис. 18 показа1НО выбо
рочное раооредел·ение по росту 8585 взрослых муЖЧ!ИН. Налицо 
хорошее оогла0оие эм~nюрwчоокого ра1спределення с теоретиче

с~и·м нор·мальны·м ращреде.леН'Ием. 

Когда распределение ко.личест.венноrо .rnризiНа•ка отличаеrея 
от норма.льаюrо, mrимател:ыный а:n·ализ выбqрки пооволяет вы
явить и )"С11ра1Нить пр•ичину расхождеюий, неред1ко за1к.лючаю
щуюся в НЩЦIНОJЮДIНIОСТИ и.схаод·ного материала. На рис. 19 П1р·и
ведены результаты иЗВ'еС11НЫХ опытов В. Иоган•неена, из юото
рых в генетике воэнюкло пред~стаыение о «чисrых л·ини1ях»_ 

Распр·еделение ма•осы 598 ·бобов фа1ооли Я•ВIНО ДJВух~вершинно. 
Од:на.ко а;вщру удалось показать, чю это являет~ся сл·едсwием 
неоД1Норо\ll,ности- генетичес~й гетерогенности -популяции, со
стоящей из нескольких «чистых ли1ний». Да~льнейший а~нализ 
показал, чrо в1н)"'11ри «чи1стых л1иний» раоо·ределение П!р!Изна·ка 
нор~мально. 

В Дtругих ·случаях, когда матер•иал неоом·ненно однороден, но 
ра•опр·еделение признака отлИ'Ча•ет.ся от ;~щр1малыно·го, •С помощью 

Н·адлежащего _пр·ообразования шкалы измерен:ий МОЖ'НО rnрийти 
к нор·малЫiому ра1С1пределению. Иногда IВИЩ та~кого преобразо-
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Рис. 18. Распределение 8585 взроспых мужчин по росту 
(Дж. О. Юп, М. Дж. Keн.iJ.an, 1960 r.). 

l(ружками показаны экпнрнческве данные, непрерывная .nннвя -
n.nотность соответствующеrо ворма.nьноrо распреде.nевня. 

150 

о 100 400 
lr~цc{a, мr 

700 800 

Рис. 19. Распределение массы бобов фасоли в опытах 
В. Иоrаннсена [Ван дер Варден, 1960). 

Двухвершвнность яв.nяется с.nедствнем тоrо, что исходный 
материал nредстав.nяет собой смесь веско.nьких счвстых .nнввll:t, 
д.пя каждой из которых характерно нормальное распреде.nеиие. 

вания можно получить, исходя из нек0110рых зв.р'ИiСТических 

рас.суждений. Пусть, напр·и:мер, из'Вес-гно, что рост и ряд других 
промеров ра·с.пределены по нор•мальному закону, а масса рас

пределена не нормально. Поскольку маоса (х) - это, грубо го
воря, произведение трех л'Инейных размеров, то можно ввести 

з 

новый п1ризна1К lfx , который должен быть ближе к нор-
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мально ра~0пределенному, чем исхоД1Ный. Пра·ктически так и по
лучаегся. ЧаtСТО испОJiьзуют также логЗIР'ифмическое преобрз
зова.ние: !Вместо ЗJНачен.ий х анализируют log х. 

§ 4. CBORCTBA НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

1. Поокольку f (х) - плотность раопределен'Ия, то для лю-
бого µ и любого о > О 

Sa> f -(Х -p.11/2G1 d 1 
----=е ' Х= • 

-CD (J y2it 

По сути дела, эrо было ~ено в статистичеокую модель, когда 
мы провел.и нор•мирав;ку, выбирая зн·ачение константы С. Таким 
образом, 

Ф (х) = Sx ~ e-!t-1•)•12~· dt 
-CD (J Y21t 

-функция норrмалЬ1Ноrо ра•оп1ределен-ия. 

2. Есл·и х-N (µ;о) (читается: случайная велиЧ'И'На х рас
пределена нормально с п.арамет,ра·ми µ и о), то 

Ех=1&; D;=o2• 

ДО1Кажем это. По определению 

Ex=Sa> xf(x)dx= 1, S00 e-<x-1•)'1201 xdx. 
-со (J V2r. -CD 

Сделаем за•м~ену перемен:ных у = (х-µ) /а. Тогда 

Е; = ,} soo (уа+ tJ-) е-1•12 dy = 
t' 2it -CD 

= .r- уе dy + f.L .r- е dy = (J SQ) -У"/2 t SCD -у•,2 
r 2tt _ 00 r 2tt _.,, 

= _: sa> е-у'/2 dy'l./2 + "'= - .r~ е-у'/2 'а> + 11 = р.. 
f 2it -CD t' 2n: -CD 

Далее, 

D - Е' (- )2 1 500 
( )2 -<х-р.1•12~· d Х= X-tJ- =~ х-11. е Х= 

(J У2т: -Q) 

= а~ S"° у2 е-у•:2 dy = ~J SCD уе-1•12 dy2;2 = 
Y2it -со v 2n: -CD 

- а·~ soo d -у•;2 
- - ,r- у е . 

t' 2it -CD 

Инте~рИ1руя по частям, пооу·чюм 

D а -У'/2 + а -Y'·2d 2 - 2 lф 2 J'З> 
х = - _r- уе .r- е · у= а . 

t' 2r: -CJ) t' 2r: -оо 
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3. Очевидно, что по а111алогии -с .другими непрерыlВ!Ными рас
пределениями 

sь ____!__--= е-<х-р.)2'20' dx = Ф (Ь) - Ф (а). 
аа Jf2т.: 

4. При ра·осмотроо1ии теоремы 111-1 отмечалось, что для не
которых типов ·ра1еп~ределений характерна боЛ1ее тесная гру;ппи
ровка .эначений случайной величи;ны во~руг математwческого 
ожида•ния, чем в общем с.~учае. На рис ~О можно видеть, что 

f(z) 

0,1J5% 

Рис. 20. Плотность нормального распределения со средним значе
нием µ и дисперсией о2• 

Цифры означают процент n.пощаАИ, занимаемой данной частью рас
nреде.пеиия. 

68,27% нормалыно~о распределения сос.редоточено в оюреспюсти 
µ+а; 95,45% - в окрес'ГНости µ + 2а; 99,73% -в окрестности 
µ+За. 

5. В.след;ств•ие симмеrцрии нормального раооред-еления 

Ф(х) = 1-Ф(-х). 
6. Функция Ф (х) не tвыражает~ся через эл·ементаа>·ные функ

ции, поэтому ее вычисле111ие будет 1Вызывать каждый раз техни
ческие трудности. Одна1ко выход из поJюжени•я очень прост: 
нор•мальное ра1апределение ·с любым>и µ 'И а мшюно овести ~с по~ 

мощью уже ИJОПользовавшейся замены переменных u = х - ,,. 
а 

к Ф(и): 

х-р. 

Ф (х) = ~ sx e-<t-p.)•;20• dt = ~ \ о е-и'/2о' du = 
а V27t -а> а V21t J -а> 

= ~ J.и e-i'f2 dt = Ф (и). 
V2т.: -CD 

Очевид•но, что нооая случайная ~величина ';; ~ N (О; 1), ее обозна
чают ка:к нормированное нормальное распределение. Это treт-
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ная фу~н1кция, т. е. f(и) = f (-и), оомме11рИ1Чная ОТ1носительно 
оон ординат. Поэтому 

1 Jo -и'12 d - _i -soo е-и•;2 du - _!_ --=- е и - v- - 2 • 
V2it -оо 21t о 

f(ul 

и. 

·J ·1 о J 4 

Рис. 21. Плотность нормированного 
нормального распределения. 

а в 

Таким образом, доста
точно вычислить таблицы 
для функции нормиро
ванного нормального рас

пределения Ф(и), чтобы 
вычислять Ф (х) для нор
мального распределения 

с произвольными µ и а 

(см. рис. 21, 22 и табл. II 
Приложения). 

Приведем, наконец, 
без доказательства следу
ющую важную теорему. 

Рис. 22. В разных статистических таблицах и учебниках биометрии 
интеграл нормального распределения может даваться при разных пре

делах интегрирования. 

Функция нормального распределения, пределы интегрирования: а - от -::ю 
до и (см. табл. 11 Приложения); б - от О до и; в - от -и до и; г-удвоеииыА 

интеграл от - оо до -и (или от и до оо). 

Теорема 111-3. Пусть х1 , х 2 , •• ; , xk - независимые нор
мально распределенные случайные ведичины с параметрами 

(11-1, а1 ), (р. 2 , а2), ••• , (f-Lk• crk) соответственно. Случайная вели-

чина - -
х = а0 + а 1 х + ... + ak х" 
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будет тогда распределена нормально с параметрами (µ, а), где 

11 = а0 + а1 !"1 + ... + ak \!ok; 
а 2 =а~ а~ + ... +а~ а~. 

Ра·осмот.рен~ны~ авойсrва нормалыноrо раюцределения частично 
уже разъясняют, почему это 1ра1оп•ределепие занимает централь

ное положение в теории математической стат.ИJстики. До.полн·и
тельные а1ргу~менты будут п1р1И1Ведены в § 5 и в § 8 этой главы. 
Одна.ко полностью ситуация сrа1нет ясной лишь после rорора
ботки всего курса. 

§ 5. АППРОКСИМАЦИЯ БИНОМИАЛЬНОГО И ПУАССОНОВСКОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 

Упомянем, на1конец, еще ощно обстоятельс111ю, связа1нное с ши
роким использова1нием в бжJ1М1еТ1рии Н'Оlрмального раmр·еделения. 
Выше уже отмечалось, что ка1чеС11ВеН'ные альтернативные при
знаки нередко им·еют ра1сп'Ределение, б.11из.юое к оиномиал·ыюму 
(§ 5 гл. 11), а редкие события часто описываются распределе• 
нием Пуа1осона (§ 4 гл. 11). 

Пример 111-1. В большой популяции, состоящей из десят
ков тысяч особей, имею'l'ся оооби •С тем~ной и светлой оюра1ской 
в pa1BIO)IM ·сООТtношении. Из популяции КЗ{Влека~е"Гся случайная 
выбор1ка в 100 особей. Ка;кма вероятность ror-o, чrо число 
темl}rоокрашенных особей 1будет не -меньше 45 и не ·больше 55? 
Налицо ур1нооая ~схема •с р = q = 1/2 и п = 100. Число тем:но
ок,рашен~ых оообей в выборке - эrо реализа1ция ~случайной ве-

личины х, раюП>ределеН'ной по ·бИJном·иалыюму за.юону. Един
ственное отступление от этой схемы - невqзвращение отловлен
ных особей в популяцию, од1на~ко отловлеюная ча1сть (100 осо
бей) .сrоль •мала по ·сра1в1нению 1с численностью !Всей популяции, 
что мож~но п:ренебр.ечь этим ОТ'КЛонением от ~с~емы выбора 
с в·оов~ращением. Искомая вероятность 

- 55 - 55 НЮ! ( 1 \ 1 оо 
Р(45<х<55\=~ _P\x=kJ=-"'. (iUu-k)' k' -;;/ • .....,k=~.J ~k=45 . . ... / 

Очевидно, что найти •все члены эrой ·су.ммы технически сло~но. 
С подобны~ми вычи~слительным·и затруднениям1и сталкиваются и 
при а·нализе ра1сП1ред·еления Пуа•осона. Хотелось бы ка.к-то ущю
стить вычисления. 

Сп.ра,в·едлwвы ~следующие ут,верждения относителыно пуассо
нов<С·кого и бин·омиаль;но-rо :ра•спределений: 

1. Пу·сть случайная ве.11иЧJwна ; ра·определена ·по за,кону 
Пуассона ·с пара:метром Л. Тогда 1при Л-+оо 
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и Ь - л + 0,5 • а - л - 0,5 . Обычно 
где 11 = ".rл , и1 = Vi. эту аппрокси-

мацию используют при ). >· 9. 

2. Пу.сть случайная в-е.л·ичина ; ра.спределена по биномиаль
ному за·кону с па~ра·ме11ра:ми р и п. Тогда rrpи п-+оо 

Р \а ~х ~ Ь) ~Ф (и2)-Ф (и1), 
Ь - пр+ 0,.5 а пр- 0,5 

где U2 = ,/- ; и 1 = ,/- Эта аппроксимация при-
r npq r npq 

меняется обычно при npq > 9. 
Константы + 0,5 и -0,5 в приведенных выше формулах 

улучшают аm1роксима.цию д и с к.р ет!Но го 1ра·сП1ределения не-

11 ре р .ы в !Н ы м и назы.вают.ся поправками на дискретность; 
естественно, ими можно пренебречь •при ·больших п. 

Следует, одна:ко, пюдчер1юнуть, ч·ю эти а.п1п:роюсимации спра
ведл·ивы асимптотически. П;ри небольших значениях параметров 
Л и п у~каза•н!Ные п1р·иближения мо~гут быть оченъ неточными. 

Иапользуя полученные результаты, обратим•ся к решению 
примера 111-1. 

1 1 
Пример 111-1 (продолжение). Имеем _npq = 100· 2 · 1" = 

-= 25 > 9, .сл·едовател:ыно, ут.верждение 2 .nрименимо. В силу 

этого имеем пр= 50, 1/прq = 5, ОТtКуда Р{45 ..s;: х ..s;: 55} = 
= Ф(и2) -Ф(и1 ), где и2 = 1,1 и и1 = -1,1. Из та1бл. 11 Пр'ИJiо
жения 1нахо~д:им Ф(l,1) = 0,864; Ф(-1,1) = 0,136. Следова
тельно, вероятность того, что число темноокрашенных особей 
в выбор·ке объема 100 нахо~дится 1в •111]>еделах от 45 до 55, •равна 
р = 0,864-0,136 = 0,728. 

§ 6. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

АналогИЧJно одно:ме~р1ному ~случаю можно ввести плотность 
.11.ву~мерного ,нормального ·ра1С'Пределе1Ния. Несмотря на некото
рую сложность, -в·ернее, гро.моодкость последующих выкладо•к, 

обсуждение ,возникающих здесь вопросОIВ юрайне важ~но в с.вязи 
с очень ча1сты•м•и в б1иом·е'Грии зада1ча•ми изучения юорреляции и 
регрессии. 

Получим вначале ·выражение плотности дJВум·ер1ного нормаль
!ого gаrnределения для .н е з а в и •С и м ы х tСЛучайных Вi!Личи·н 

Х1 JI Х2, ПЛОТНОСТИ КО'ЮрЫХ суть 

f 1 ( )''2 • 1 ( )2"? • t (Х1) =--= е- х,-µ, 1 о, И /2 (Х2) = -- е- х,-µ, 1.0,. 
а1 Jf2n а2 ~ 

По теореме 111-2 плотность их совместного ра·сп;ределен~ия будет 

f(X1, Х2)=/1(Х1)·/2(Х2)= 

_1 _ ех {- _!_ [(х1 - µ1 )2 + (х2 -· "2)2]} . а1 а22 •• р 2 а1 а2 
\ 
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Вид фу.н•кции f (х 1 , х2 ) показа•н на ри~с. 23. ПО1Верхность, опи
сыва·емая фу~нщией f(x1,x2), имеет коло~колообравную фо,рму; 
верши~на - ма•юси:мал1:>ное значение - 011Вечает значениям Х1 = µ1. 
х2 = µ2• Ли1нии f (х1 , х2) = С, обtразова1нные п~есечением по
верХ!ности f (х1 , х2 ) с плоскостями, паралл·ел1:>НЫ:М·И х1Ох2, пред-

Рис. 23. ПФверхность, описываемая плотностью двумерного нормаль

ного распределения независимых случайных величин х1 и х2 [Sokal, 
Rohlf, 1969]. 

ставляют ·собой при разных С вложенные друг в друга эллюпсы 
(та.к называемые к01нту:рные элли•псы) с центром (µ 1, µ2) и ося
ми, паралJ1елЬ'ными координатным осЯ'м (рис. 24). Действи
тельно, уравнение f (х1 , х2 ) = С эюв•ивал·ентно ура'В!Нению 

(Х1 - /.L1)2 + (Х2 - !.12)2 - 21 (2 С) --- --- - - 11 1tCl1 CJ2 • 
cr1 ::-2 

J.L2+4G2 ;rг 

r2+2d2 

r2 
f2-2CS2 

r2-4CSz 
ж, 

,...,...11cs, rr-2dr t'r J.!.1+20, ~+4о1 

· Рис. 24. Контурные э;1.11ипсы дпя двумерного нормапьноrо 
распредепения независимых спучайиых вепичин [Хапьд, 

1956). 

Из а1:1ал·итичоокой геометрии иаrвестно, что общее уравнение 
эллипса, не обязателыно па,раллельного коорди:натны:м осям, 
с центром в точке (µ 1, µ2 ) описывается с учетом дОПОJI·нитель
ного члена 
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Х1 - 1.1.J • Х1 - /J.2 
CIJ CI:! 

с rороиЗ'во.лыным коэффициенrом. Поэтому в общем случае__ плот,.: 

ность нор1малыноrо распределен•ия случайных вели·чин х1 и х2 
можно задать в следующем виде: 

где 

f( ) А -BQ/2 
Х1, Х2 =-2- е ' 

"'· а1 а2 

- так называемая ювадратичная форма ,перем·енных х1 и х2, 
константа А :;,., О. 

Пока еще неопределенные кон·ста1нты А, В и С следует вы
брать так, чтобы f (х1 , х2 ) я.вляла1сь плотностью, т. е. потребуем 
выполнения у•словия: 

1) s:oo s:oo f (Х1, X2)dX1dX2=1. 

ПО'I'ребуем также, чтобы параме"11ры oi и о~ , как и раны:µе, 
являли1сь д'испер•сия:ми соответсr-вующих случайных величиlН: 

-2) Dx1 = ai; Dx2 = а~. 

Рис. 25. Поверхность, описываемая плотностью двумерного нормаль
ного распределения коррелированных случайных величин, р = 0,9 -

ер. рис. 23 [Sokal, Rohlf, 1969]. 

И, на•коirец, кон·станты А, В и С должны быть такими, чтобы 

3) Cov (;1, ; 2) = ра1 а 2 • 

Из этих трех у;словий можно получить вы,ражения для иско-
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мых кон·ста!Нт, ОТtкуда следует фо~рмула для плотности дву;мер
ного нормально.го раоп:ред·еления 

1 
f(X1, Х2) = Х 

2r: "1 "2 у 1 - р'! 

Х ехр {-' 1 [(х1 - µi )2 - 2 (х, - !1-1) (х2 - µ2) + lx2 - µ2)2]} 
:l(1-p2) "2 р "1"2 "2 ' 

. 1 2 

где ехр z = ez. 
В § 2 говорилось, что 

для случайных величин, 
распределенных нормально, 

равенство коэффициента 
корреляции нулю означает 

независимость случайных 
величин. Действительно, 
если в приведенном уравне

нии положить р =о, то плот
ность совместного распреде-

~ ~ 

ления Х1 и Х2 равна произ

ведению плотностей марги
нальных случайных вели
чин. 

На рис. 25 показана по

.х, 

верхность f (х1, Х2) при р = Рис. 26. Контурные эллипсы для двумер
= 0,9 и тех же самых af ного нормального распределения, 0"1 =0"2 

[Хальд, 1956]. 
И О'~ , ЧТО И На рис. 23, Где Можно вilдеть, что с уве.янченнем р воз-
р = о. Оси контурных эл- растает эксцентриситет !1.11.ЯНПСа; при р- 1 9.11• 

.пнпс вырождается в прямую. 

липсов при р =1= О не парал-
лельны осям координат. При фиксированных 0'1 и 0'2 эксцент
риситет эллипса - его форма - определяется значениями р 
(рис. 26). 

§ 7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ х2 

Многие задаqи биометр·ии оводя-гся к задача·м сле~цующего 
типа. ИмеЮ'JIСЯ независимые нор1малыю ра1спределенн;ые слу-

чайные величи1ны х1 , х2 , ••• , Xv с маrематичоокими ожиданиями 
µi и ди1соерсиями а~ (i = 1, 2, ... , v). Ка11юво расп1ределение 
новой случайной величины 

Поскольку ка:ждая из величин u1 =xi~11-i раопределена нор
мально с параметрами О и 1 (см. § 4 этой главы), то задача 
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ставится та:юим образом: н~йти iра1ап,ределение случайной вели
чины 

где независимые случайные величины щ-N (О; 1). Эта задача 
была р·ешена в 1900 г. англий~шrn.м статистико1м Ка1рлом Пирсо
ном, нашедшим плотность и функцию ра:сп.ределения, которое 
он наэвал х,2-ра•спределением (хи-·ювадрат). Единственным 
параметром ,распределения хн-квадрат является чwсло степеней 
свободы v. 
Мы не будем ра,ссмаТiр•и.вать в дальнейшем вопросов, в кото

рых использовались бы вид плотности и фу~нкции ра,спределе
ния х,2• Кроме того, для разных значений v имеются таблицы 
(см. та•бл. V Прил()!жения). Поэто1му дад1им лишь качеств·еюную 
характери~сти1ку плотности. Пооко.п:ьку величи1На х,2 не сrnр!Ица
тель:на, то эrо распределение соср·едоточено на полуоси (О, оо). 
При v = 1, 2 плотности х,2-ра,спр~деления монотоiНно убывают, 
при v > 2 это унимодалъные а~симметричяые кривые (рис. 27, 
28). Асимметрия уменьшается с ув·еличением v, и при доста-

f(х2) 

0,20 v= 1 

35 40 

Рис. 27. Плотность х~ ·распределения при разном числе степеней 
свободы'\/. 

точно больших v (пор,ядка 100) ра1сщределение х,2 аппрооосими
руется яормалЬ1Ным раооределением (rв1новь нор~малынымl) с ма
rематически·м ОЖIИ:данием v и д~иоперсией 2v. А11шроксимация 
еще лучше для преобразова1Нной случайной величины 

°V2? --N (V2v-1, 1). 
Поэтому случайная величина 

u=(V2x•-v2v-1)--N<o; 1). 
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5% 5% 

Рис. 28. Плотность 1(.2-распределения при v = 5. 
Цифры указывают процент п.nощади, занимаемоll данной частью расnре

де.nеиия. 

Из определени·я х2 следует важная теорема. 
- - - 1 

Теорема 111-4. Бели Х~ , Х~ , ••• , Х~ -111еза.висимые слу-

чай·ные велич=И'НЫ, имеющие .ра•апрещеление х2 с ч·и·слом степе
ней овободы СОО'11Ветст.веНrно v1, v2, ••• , v11;, . ro случайная вели
чина 

- - - -·r = xf + х~ + ... + х~ 
расп~ределена та.кже по за1ко.ну х2 с числом степеней свободы 

V = VJ + V2 + . . . +v11;. 

§ 8. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СТЬЮДЕНТА 

Наряду с нормальны•м и х2-ра•определен•ием часто !ВС11речается 
mюе раопр-еделение, Я'ВJJ•яющееся комбинацией щзух у·каза•Н1ньrх. 

Пусть ;; ,....., N (О; 1) и х2 - слу·чайна•я tвел•ичина, распределенная 
по зааюну х2 с чи~слом степеней ·авободы v. Всл1t и и х2 незави
симы, то расп.~нщеление отношен·ия 

t= и 
Vr-21>} 

назы!Вае'I1ся ~распределением Стъюдента, или t-ра·ооредел·ен·ием. 
Ед ин ·ст в е н н ы й п31ра·м·етр этого ра•определен·ия - число сте
пеней с.вобо~цы v. Оно та·кже та·булиравано (ом. табл. 111 Прило
жен·ня). 

Распр·еделение Стьюде.нта .симметр~ично относителыно оси 
орд·инат (его математическое ожида1Ние ра!Вно нулю). Вид рас
пределения показан на рис. 29. При достаточно больших v (прак
тически nри v > 30) ра•ооределение Стьюдента апп~роюснми
руется нQрм·ирован•ным нор·малыным ра•определением. 
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о,ч f(t) 

Рис. 29. Плотность t-распределення при разном числе степеней 
свободы v. 

J<:orдa • -+ ai , t -распре.а:мевве впnрокси·мируетс:я вормироввв-
иым нормальным., 

§ 9. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СНЕДЕКОРА - ФИШЕРА 

Раосмотрим, наконец, еще ~ю !В~жное распределен,ие, всrре

чающееся в био:м,е'Ijрии. Пу,сrь xi и х~ - незавиrси·мые случай
иые вел·ичин:ы, имеющие раоnределение х2 с числом степеней 
свободы v1 и v2 ОООТ'Ветственно. Тогда случайная величина 

- х~/"'11 
F= z---

l~/"'12 

1,0 

0,8 

0,6 

о,ц 

0,2 

F 

о 1,0 2,0 310 4,0 

Рис. 30. Плотность F-распредепения. 
В скобках указаны значения числа степеней свободы 
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имеет раопределение Снедекоtра - Фишера, ил1и F-раrо~ределе
ние. Это ра•апределение в отличие от х2- и t-iра,определений имеет 
два пара1метра: число степеней ·свободы чи·сл и тел я и ЧИ'СЛО 
степеней свободы з на мен ат ел я. Из определения следует, 

что случайная ·величИIНа 1/F та:кже ·имеет F-ра1сщределеюие, но 
с числом степеней свободы v2 и v1• Общий вид F-распределения 
показан •на рис. 30. Оно та·булирова'Но (ом. та•бл. IV Прило
жения). 

§ 10. ВЗАИМОСВЯЗИ МЕЖДУ РАЗЛИЧНЫМИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ 

Выше неодноюратно говорилось о п·редельных переходак 
между распределения·ми, об а~п·прокси-мации одного раопределе
ния другим. Было показаiНО, что д1и 1с1кр етн ы е распределения. 
такие, ка1к ·бИ1Н0~миалыное и пуа•сооновакое, п-ри определенных 
услав•иях достатоЧJно rоч·но а!Пп·роксимируl01\Ся •не пр ер ы 1В н ы м 
нормальным распределением (§ 5) и что распределение Пуас
сона естъ :предельный случай биномиалыного ра•сп•рещелен·ия 
(гл. 11, § 5). 

У·кажем еще д;ва важ·ных ·соотношения между дискреmыми 
(UИIНОМ1ИаЛЬНЫ'М И ·ПуаюСОНОВ•СIКИМ) И 1Н1еП.рерЫВ1НЫМИ (F И Х2 00-
ОТ!ВеТСТВеННО) распределениями, юоторые выполняются точно. 

1. Вели <:Лучайна·я .велич·ина х и·меет биномиалыное распреде
ление с пара·м~а·ми р и· п, ro она овязана оо 'СЛучайными ве-

личИJНами F 1 и F2 соотношения.м·и 

Pl_;<kJ = 1- р{ (k + 1)-fi; - <Р} 
(n-k)+(k+1)·F1 

и 

P{x:>k}=l-P{ k _<;.р}, 
k + (n-k+ i)·F2 

где F, - <:Лучайная tВеЛИ'ЧJИJНа, имеюща·я F-ра.оо~ределение с па
раметрами v1=2(k + 1) и v2=2(n-k), а случайная величина 

~ имеет F-iраепределение с пара·метра~ми v1 = 2(n-k + 1) и 
V2 = 2k. 

°:_сюда следует, что для вычи•сления вероятностей P{i <: k} 
и Р{х ~ k} можно испоWiьзовать заrачения фун•кции F-распреде
ления, к<Уrорое, ка.к уже говорилось, достаточ•но подробно та1бу
лп:ровано (табл. IV Приложен1ия). 

2. Вели ·случайная ·величИIНа ~ подчиняется распределению 
Пуассона с параметром Л, то она связана со случайными вели-

чинами х~ их~ сооmошения·ми 
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и - -
Р \х> k) =Р 1 z~<;21.}, 

где х~ и.меет распределение r.2 с па;раметром: v = 2 (k + 1). 

а х~ имеет распределение r.2 с параметром v=2k. Это означает, 
что для вычисления указа1нных ·вероятностей можно и.спользо
вать та·блицы распределения r.2 (табл. V Пр•иложения). Указан
ные свойства будут использованы нами ·В далынейшем (гл. V, 
§ 5 и 6). 

ОснО1Вные взаимосвязи между различными ра·определениями 
изображены на рис. 31. Видно, что нормалЬ1Ное ра·спределение 
занимает особое п.оложен1ие, являя•сь ·п·ределом (18 смысле тео
рии ФУIНкций) всех расомот:рен•ных .на·М·И раопределениi. 

Биномиальное 
распределение 

Полиномиальное 

распредеnение 

п-оо -о ' р Распределение 
п-оо Пуассона 

"с. ,<-00 
f v,=2(.x~r) 
t """z=2 (п-.х) 

распределение 

Нормальное 

распреде11еоние 

v-oo 

"\11 -.ОО ИЛИ Vz..., 00 

t-
распределение 

!v=2/( 

л.~ 2.:с 

распределение 

Рис. 31. Взаимосвязи между распредмениями. 
Рядом со стрелками указаны условия предельных переходов 

впн взаимио-одвозначных соответствий. 



Задачи 

IIl-1 (Иллюстрация центральной предельной теоремы). Постройте гра
фики распределений трех случайных величин: 1) чис.'!а очков, выпадающих 
при подбрасывании одной игральной кости, 2) суммы очков на обеих костях 
при подбрасывании двух и 3) суммы при подбрасывании трех игральных 
костей. 

111-2. Докажите, что для х1 и х2 - двух независимых случайных вели-
- - - -

чин - Е(х1х2) = (Ех1) (Ех2). 
IIl-3. Докажите, что Еу=О и Dy= l, где у- нормированная случайная 

величина. 

1 sx -/; 2 
III-4. Пусть Ф(х) = V:l.-: -ro е · dt. Найдите: а) Ф(О); б) Ф(-1); 

в) Ф(2). 

Ш-5. Пусть ;~N(O; !). Найдите: а) Р {-3<;<2}; б) Р{- I<?z'<oo}; 
в) Р / I ';; 1 < 1}; г) Р {\-;; \· < 2}; д) Р \ \-;; 1 < 3}; е) Р { \; 1 :;;., 3 \. - -Ш-6. Пусть и - N (О; 1) и Р{ 1и1 -<:у}= р. Найдите у при р, равном: 
а) 0,90; б) 0,95; в) 0,99. 

Ш-7. Пусть ;_N (1; 2). Найдите Р{-~<;<7}. 
III-8. Пусть ;_,-N (4; 2). НайЕите Р{12х-71 >2}. 
III-9. Пусть X1-N (О; 2) и x2-N (1; 1). Найдите Р{-4<х1-х2 <8}. 

Ш-10. Пусть X1-N (3; 3) и x2-N (О; 4). Найдите P{l;1+2;2-31:>8}. 

III-11. Пусть x-N (2; 5) и P{lxl -<:у}=О,95. Найдите у. 
IIl-12. Докажите, что Ех~. 1 =v, Dx~.1 =2v. Указание: сначала докажите, 

что Е:х,~11 =1 и D:x,~1 > =2. 
Ш-13. Пользуясь табл. V Приложениs~, найдите: а) Р{х2>27,9}, v=9; - -

б) Р{:х,2<0,004}, v= 1; в) Р{:х,2 :;;..5,23}, v= 15. 

Ш-14. Пользуясь табл. llI Приложения, найдите: а) P{t:;;..2,20}, v=ll; 

б) P{ltl:;;..2,20}, v=ll; в) P{ltl<v}=0,95, v=7, у=? г) {Pltl<v}=0,99, v=7, 
у=? 

III-15. r:!_ользуясь табл. IV Приложен~, найдите: а) P{F:;;..17,12}, V1=6, 

v2=4; б) P{F:;;..13,18}, v1=15, v2=4; в) P{F:;;..13,18}, v1 =4, v2=15. 

111-16. Пусть f (х) - плотность распределения случайной величины х, 
такая, что для нее существует точка симметрии х0, т. е. для любого а>О 

f (хо+а) =f (х0-а)·. Тогда Ех=х0, ~=х0 • Что можно сказать о нормальном 
распределении? 

6 Зак . .Н. 122 



сЕсли Эксперимент - Король 
Наук, то Статистические Методы -
его Телохранители:.. 

М.Трайбус 

ГЛАВА IV 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ В БИОЛОГИИ 

И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЯ 

СТАТИСТИКИ 

Предыдущей главой завершено вероятностное введение в 
биометрию. Теперь мы приступим к рассмотрению основ мате
матической статистики. Начнем с постановки некоторых наибо
Jiее часто встречающихся статистических задач, которые возни

кают в биологии при проведении количественных экспериментов 
и наблюдений. В процессе ознакомления с этими задачами бу
дут сформулированы основные понятия математической стати
стики. Еще раз подчеркнем то, о чем уже шла речь во Введе
нии: количественное исследование начинается с организации эк

сперимента, включающей и выбор адекватных методов, с помо
щью которых затем будет производиться анализ резу.1ьтатов. 

§ 1. ГЕНЕРАЛЬНАЯ СОВОКУПНОСТЬ И ВЫБОРКА 

Понятия генеральной совокупности и выборки являются на
чальными, основополагающими понятиями математической ста
тистики. 

Рассмотрим урну; содержащую N шаров, из которых N0 по
мечены цифрой О, N 1 -цифрой 1, ... , Nr-цифрой r. Обозна-
11им Pi=Ni/N долю шаров, помеченных цифрой i: Pi>O, i=O, ... , 
... , r; Ро+ ... +Pr= 1. Из этой урны проведем п-кратный выбор 
наугад по одному шару с возвращением. В результате получим 
выборку объемом п шаров, содержащую ni шаров, помеченных 
цифрой i: i=O, ... , г; ni~O (в случайной выборке некоторые ni 
могут быть равны нулю!); п0+ ... +nr=n. Обозначим р; =ni/n 
долю шаров в выборке, помеченных i: р; ~О, i=O, ... , r; 
р~+ ... +p;=l. Зная состав урны (N0, "., Nr), можно найти 
вероятность того, что будет получена выборка данного состава
Р{по, ... , nr}. 

По отношению к различным возможным выборкам урна, со-



держащай N шаров, является генеральной совокупностью. По
нятия генеральной совокупности и выборки оказываются, таким 
образом, понятиями с о относ и тел ь н ы м и: бессмысленно го
ворить о совокупности п шаров, что это выборка, без указания 
на то, откуда выбрана данная совокупность, из какой урны, из 
какой генеральной, общей совокупности; бессмысленно гово
рить, что урна данного состава есть генеральная, общая сово
купность, без указания на то, для каких выборок эта совокуп
ность является генеральной. Связью, создающей отношения ме
жду генеральной совокупностью и выборкой, служит п р о ц е
д ура выбор а шаров: в рассматриваемом случае это после
довательный выбор шаров наугад с возвращением, который да
J1ее будет называться простым случайным выбором. 

Пример IV-1. У 245 юношей-студентов университета с 
точно~тью до ·1 см измерялся рост - важнейший антропометри
ческий показатель (табл. 3). Требуется охарактеризовать гене-

Т а блиц а 3 

Результаты антропометрического измерения юношей - студентов университета 
(к примеру IV-1) 

Рост, см; выборка объема n=245 

174 168 167 181 171 182 178 170 178 170 169 170 170 
177 169 168 178 172 175 177 174 t83 174 173 168 17t 
193 t75 180 168 175 154 167 172 178 173 169 178 172 
192 180 168 170 181 182 184 192 173 168 178 182 169 
196 180 158 178 165 185 170 180 193 173 167 183 174 
177 170 170 180 165 181 165 180 185 161 181 179 
182 168 172 180 185 164 186 184 170 174 178 169 
146 173 177 173 188 164 162 170 170 173 167 173 
175 160 178 175 185 156 170 187 170 170 170 170 
182 182 178 164 188 170 168 170 180 165 168 169 
181 170 180 175 170 173 17•1 183 174 174 192 176 
176 168 173 163 166 172 167 193 162 174 190 201 
181 169 177 176 166 1f9 180 185 180 173 172 174 
175 173 173 176 168 177 172 174 184 170 180 189 
178 162 172 168 191 178 165 162 187 178 178 170 
173 165 177 175 180 177 169 172 170 157 179 178 
180 165 173 165 178 167 172 167 183 160 190 178 
183 150 169 180 179 173 175 175 194 171 196 182 
173 158 178 178 177 181 180 190 185 160 175 183 
179 162 167 173 173 172 180 . 169 176 165 179 176 

ральную совокупность, из которой извлечена выборка. 
Генеральная совокупность в этом примере - множество всех 

юношей - студентов данного университета, составляющее не
сколько тысяч человек. Выборка - те юноiuи, у которых изме
рялся рост; объем выборки п равен 245. 

Главная задача, которую решает математическая статистика 
(ради чего, собственно говоря, эта наука и существует), заклю
чается в том, чтобы на основании изучения выборки сделать вы-
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воды о свойствах генеральной совокупности. Выборка - лишь 
часть генеральной совокупности. Поэтому выводы о генераль
ной совокупности, которые делают на основании изучения вы
борки, могут иметь лишь вероятностный характер. Мы ана
лизируем выборку для того, чтобы по ее свойствам вывести за
ключение· о свойствtэ,х генеральной совокупности. При этом нас 
не интересует инди\эидуа,льная характеристика каждого обсле
дуемого, в статистической задаче речь идет о масс о в ой ха
рактеристике совокупности. 

Если сначала, собирая материал, исследователь шел от ге
неральной совокупности к выборке, то цель анализа состоит в· 
переходе от свойств выборки к свойствам генеральной совокуп
ности. Последний шаг в статистической модели возможен толь
ко в том случае, если первый шаг в организации эксперимента 
был сделан правильно, если правильной была процедура взятия 
выборки. В этом учебном пособии мы рассматриваем лишь про
стейший метод взятия выборки - простой случайный выбор. 
Если в примере IV-1 действовать по аналогии с урновой схе
мой, то надо было бы «пронумеровать» всех студентов, затем 
случайно, например по жребию, извлечь последовательно с воз
вращением 245 номеров и измерить рост соответствующих сту
дентов. Подробнее о такого рода процедуре говорится в § 3. 

Пример IV-2. Этот пример демонстрирует нарушение условий 
простого случайного выбора. Пусть требуется охарактеризовать 
рост студентов университета. В качестве выборки, изучение ко
торой позволит сделать заключение о признаке в генеральной 
совокупности, предлагается взять баскетбольную команду уни
верситета. Абсурдность такого подхода очевидна. 

Впервые систематическое внимание на приемы организации 
Простого случайного выбора стал обращать английский матема
тик и биолог Р. А. Фишер в 20-е годы нашего столетия при пла
нировании и анализе полевых экспериментов на Ротамстедской 
сельскохозяйственной опытной станции. Был проведен ряд опы
тов, наглядно показавших, что процедура выбора, основанная 
на субъективном представлении исследователя о «типичности» 
выбираемых объектов, не обеспечивает зачастую выполнения 
условий простого случайного выбора. Один из этих опытов, опи
санных сотрудником Фишера Ф. Иейтсом в 1935 г., заключался 
в следующем. 

Пример IV-3 (Ф. Иейтс, по В. Н. Перегудову, 1961 г.). Про
изводилось обследование высоты растений яровой пшеницы в три 
срока: 31 мая, 14 июня и 28 июня. Цель обследования-устано
вить интенсивность роста растений. Брались 32 пробы, в каждой 
по 8 растений. Растения отбирались двумя способами: а) слу
чайным образом - от края делянки отступали на 25 см и из
меряли ближайшее растение; б) определялась высота типичного 
(с точки зрения исследователя) растения в том же рядке. Ре-



зультаты показали систематические различия между двумя спо

собами формирования выборки (табл. 4). 
Таблиаца 4 

Средняя высота растений яровой пшеницы (с111) при двух способах 
формирования выборки (к примеру IV-3) 

Дата измерения 
Сдучайная 
выборка 

Отбор (~тип1rtнюrФ> 
образца Отк.•оненне 

31 мая 47,49 50,82 43,33 
14 июня 76,56 78,29 +1,73 
28 июня 118,84 116, 12 -2,72 

Из таблицы можно видеть, что в первый срок при низкой 
высоте растений наблюдатели стремятся ее «подтягивать»; в 
последний срок, когда растения достигали большой высоты, по
является склонность не доверять этому факту. Заметим, Что 
средний прирост различается почти на 10%: 118,84--47,49= 
= 71,35 см при случайном отборе и 116,'12-50,82 = 65,30 см при 
отборе типичного образца. 

Субъективизм экспериментатора особенно четко проявляется 
в другом, модельном опыте. 

Пример IV-4 (Ф. Иейтс, по В. Н. Перегудову, 1961 г.). На 
стол положили 1200 камней различных размеров и массы. Было 
предложено 12 лицам (каждому трижды) отобрать 20 камней, 
«типичных» для этой совокупности. После ·каждого испытания 
камни возвращались обратно и перемешивались, так что все 
наблюдатели и каждый из них при повторном отборе находи
лись в одинаковых условиях. Результаты приведены в табл. 5. 

Таблица 5 

Средняя масса камней (унции*) при отборе серий по 20 камней 
(к примеру IV-4) 

1 Наблюдатель 

1 1,9 2,4 2,4 1,9 2,2 2,8 2,4 1,6 2,2 2,6 2,4 2,4 
2 1,8 3,0 2,4 2,0 2,7 ~,5 2,6 2,0 2,2 2,2 2,4 3,0 
3 1,7 2,4 2,1 2,0 3,1 2,8 2,5 2,0 2,2 3,1 1,8 2,4 

Сре.1.нее. 1,8 / 2.6 / 2.з / 2,0 / 2.1 / 2.1 / 2"; / 1,91 2.2 / 2,61 2.2 / 2,6 

* 1 унция =28,35 r. 

Средняя масса всех отобранных камней равна 2,34 унции, 
точная средняя масса всех камней-1,91 унции, т. е. в целом 
участники эксперимента увеличили среднюю массу камней при
мерно на 25 % . Обратите внимание, что -только у 2 испытуемых 
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из 12 средняя масса оказаnась ниже истинной, у остальных 
1 О - выше. Более интересно, пожалуй, то, что испытуемые явно 
проявляют «определенные склонности»: первый, например, си
стематически занижает результаты, четвертый твердо держит
ся на уровне среднего, девятый вообще не показывает изменчи
вости от опыта к опыту и т. д. Как заметил один статистик, че
ловек - удивительно плохой инструмент для сознательного осу
ществления случайной выборки. 

Правда, в целом ряде случаев, особенно в медицинских и 
сельскохозяйственных опытах, при проведении экспериментов в 
природе осуществить случайную выборку бывает не так просто. 
Это требует тщательной организации опыта. 

Не следует думать, что в каждой биометрической задаче все
гда четко и однозначно очерчена генеральная совокупность. 

Можно спорить, например, точно ли очерчена генеральная сово
купность в примере IV-1: кто-то будет толковать ее как совокуп
ность юношей- студентов всех универснтетов такого-то регио
на, кто-то - всей страны, а кто-то- как совокупность студентов 
всех вузов. В рассматриваемом ниже примере IV-8, где объекта
ми исследования являются белые крысы, вряд ли кто будет на
стаивать, что генеральную совокупность составляют разводимые 

сегодня во всех лабораториях мира все белые крысы. При изу
чении морфологии краба Pachygrapsus crassipes (см. пример 
IV-17) также, наверное, не идет речь о всех особях вида, био
лог-профессионал введет какие-то ограничения на возраст жи
вотных, условия их обитания и т. д., и т. п. Постановка подоб
ных вопросов, подчас очень важных, - дело биологов соответ
ствующих специальностей. При построении статистической мо
дели конкретизации понятия «генеральная совокупность» не тре

буется. 
«Понятие бесконечной генеральной совокупности не является 

логически безупречным и необходимым. Для решения статисти
ческих задач нужна не сама генеральная совокупность" а лишь 

те или иные характеристики соответствующей функции распре
деления F (х). С точки зрения теории вероятностей выборка из 
бесконечной генеральной совокупности представляет собой на
блюдаемые значения нескольких случайных величин, имеющих 
заданный закон распределения».* 

Генеральная совокупность, таким образом, зад а е т с я как 

некоторая генеральная случайная величина х, имеющая функ
цию распределения F (х), которая может быть известна или не 
известна исследователю. При таком подходе простой случай
ный выбор состоит в п-кратном повторении случайного испыта
ния, математической моделью которого является случайная ве-

личина х. Иными словами, простой случайный выбор дает 

• Больше в Л. Н. Генеральная совокупность. - В кн.: Математиче
ская энциклопедия. М., Советская энцнкJюпе.дия, 1977, т. 1, с. 918. 
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п-мерную случайную величину (х1, х2' •. . , Xn), каждая компо
нента Xi которой имеет функцию распределения 1F i ( х) , с о в п а
д а ю щ у ю с функцией распределения F (х) случайной величи-
ны х. Из определения простого случайного выбора следует неза

висимость в совокупности случайных величин х1 , •• • , Xn, что по
зволяет записать функцию их совместного распределения: 

F(x1, .. . , Xn) =F(x1) • ... ·F(xn). 

При этом конкретные значения х1 , ••• , Xn, регистрируемые эк
спериментатором, рассматриваются как реализации случайных - -
величин х1 , ••• , Xn. 

Вернемся к примеру IV-1. Разобраться в 245 беспорядочно 
распо.11оженцых числах довольно трудно, поэтому упорядочим 

их по возрастанию выборочных значений - вариант: 

146< 150< 154 ... 196= 196<201. 

Такую упорядоченную последовательность называют ранжиро
ванным рядом: 

X(I) -< Х(2) < ... <: Х(п), 
где новый индекс (в скобках) есть порядковый номер (ранг) 
варианты в этом ряду. Поскольку некоторые варианты имеют 
одинаковые, совпадающие значения (например, 158, 160 и т. д.), 
бывает удобнее представить данные в виде вариационного ря
да - таблицы, один стол-
бец которой содержит зна- 1,0 Fn (х) 
чения вариант Xi, а в дру-

гом столбце числа ni пока• 0,8 
зывают, сколько раз в_ари-

анта встречается в выборке О,6 r (табл. 6). По ранжирован
ному ряду можно построить 

функцию Fn (х) =h (x<xi). 
По аналогии с генеральной 
функцией распределенйя 
F (х) естественно назвать 
F n (х) выборочной ( эмпири
ческой) функцией распреде

! 
о,ч. ; 

qt._JJ 
1 1 

х,см 
1 1 1 

rso 150 170 180 190 200 

ления; для примера IV-1 Рис. 32. Рост юношей - студентов 
она представлена графиче- университета. Эмпирическая функция 
ски на рис. 32. распределения. 

Теперь, наконец, мож- . 
но поставить вопрос, который, наверное, уже возник у вдумчк
воtо читателя: на каком основании, собственно говоря, мы мо
жем рассчитывать на то, что вариационный ряд, выборочная 
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функция распределения Fn (х) дают информацию о генераль
ной совокупности, т. е. функции распределения Р (х)? Строгий 
ответ на этот вопрос содержится в замечательной теореме, до
казанной советским математиком В. И. Г ливенко в 1933 г. Пос
ле некоторых предварительных рассуждений мы сможем сфор
мулировать теорему, правда, в более слабом виде, чем это сде
лал ее автор. 

Таблица 6 

Вариациоииыi ря.1. роста студентов, n=245 (по данным табл. З) 

Рост (Х;). 1 Чис.ю ~ Рост ( х1). 1 Число Рост (х;)• 1 Число 
см сту.1еитов (n t) см студентов (n;) см сту.11.еитов (1;) 

146 1 165 9 184 3 
147 о 166 2 185 6 
148 о 167 8 186 1 
149 о 168 12 187 2 
150 ] 169 11 188 2 
151 о 170 24 189 t 
152 о 171 2 190 3 
153 о j 72 11 191 о 
154 1 173 19 192 4 
155 о 174 10 193 3 
156 1 17.'i 11 194 1 
157 1 176 6 195 о 
158 2 177 9 196 2 
159 о 178 19 197 о 
160 з 179 5 198 о 
161 2 181) 17 199 о 
162 5 181 7 200 о 
163 1 182 7 :.101 1 
164 3 183 6 

Мы строили выборочную функцию распределения F n (х), 
используя конкретные числа Х1, ... , Xn. Поэтому в каждой точке 
х функция F n (х) дает числовое значение у= F n (х), зависящее 
от чисел х1 , •• • , ·хп как от параметров: у=у(х1 , •• • , Хп). Одна
ко выборку (х1 , •• • , Xn) мы договорились рассматривать в ка-

честве реализации случайного вектора (х1, •• • , Xn). Подставляя 
в функцию у=у(х1, •• • , Хп) вместо числовых параметров х1 , •• • , 

Хп случайные величины х1 , •• . , Хп, получаем вместо чис.'Jа 
- - - -

у=у(х1, .. . , Хп) случайную величину у=у(х1, •• • , Xn), для кото-
рой число у=у(х1, .. . , Хп) есть просто одна из возможных реа
лизаций. Итак, наряду с выборочной функцией Fn (х) с чис.'!о
выми параметрами х1 , .. . , Хп мы получаем случайную выбороч-

ную функцию Fn (х) ~о случайными параметрами х1, .. . , Xn. 
Случайная функция Pn (х) сопоставляет аргументу х уже не 

чис.по, но случайную величину Fn (х). 
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Поскольку F п (х) есть для каждого х некоторая случайная 
величина: то с.1учайной ве.1ичиной будет и наибольшее расхо-

ждение Dn между выборочной и генеральной функциями рас
пределения: 

Dn = sup 1 f.-n (х) - F (х) 1. 

Для слу~айной величины Dn можно говорить о вероятности со
бытия {Dп <е}, где е>О. 

·Теорема IV-1 (Теорема В. И. Гливенко). Пусть Fп(х) есть 
случайная выборочная_ функция распределения, построенная по 

случайной выборке (х1, ... , Хп) из генеральной совокупности. 
описываемой функцией распределения Р (х). Тогда для любого 
в>О в любой точке х имеет место соотношение 

Р\Dп < е} -1, 
п-+ со 

где Dn=suplFn(x)-F(x) 1· 
Про случайную выборочную функцию распреде.11ения Fп(х) 

говорят, что она сходится по вероятности в любой точке х к ге
неральной функции распределения 'F (х). 

Ес.1и функция F (х) непрерывна, то можно найти предель-

ное распределение величины Dn. Соответствующая теорема при
надлежит А. Н. Колмогорову (см. гл. VII, § 4) и занимает такое 
же положение в теории математической статистики, как цен
тральная предельная теорема (§ 3 гл. 111). 

§ 2. АНАЛИЗ ОДНОЯ ВЫБОРКИ 

Вернемся к примеру IV-1. Задача в примере сформулирова
на следующим образом: охарактеризуйте генеральную совокуп
ность, из которой извлечена выборка. Это значит, что нужно 

найти вид распределения генеральной случайной величины х 
и параметры этого распределения. Вначале надо сформули• 
ровать гипотез у о виде распределения, а затем пр о в е

р и т ь ее. 

Любое предположение о виде распределения случайной ве
дичины иди значении ее параметров называют статистической. 
гипотезой. Каковы предпосылки для формулировки статистиче
ской гипотезы о виде распределения? Гипотеза формулируется 
на основании некоторых общих соображений о характере при
знака, структуре эксперимента; на основании аналогичных эк

спериментов, выполненных ранее; наконец, на основании анали

за материалов данного эксперимента. Что мы имеем в примере 
IV-1? Рост студентов-это количественный признак, а выше го-
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ворилось, что количественныt: признаки часто распределены нор

мально (см. гл. 111, § 3). Ранее приводился также пример поч
ти ·идеального согласия распределения мужчин по росту с нор
мальным распределением (см. рис. 18). Обратимся, наконец, к 
материалам нашей выборки. 

Полезно представить имеющиеся данные графически, постро
ив выборочное распределение, являющееся аналогом плотности 
распределения f (х). Для этого, однако, нельзя непосредственно 
воспользоваться вариационным рядом: число значений Xi для 
данного объема выборки п слишком велико, что видно хотя бы 
из обилия нулей и единиц в графе ni табл. 6. Каким образом 
с"1едует сгруппировать данные, объединяя соседние значения в 
кл а с с ы? Какое выбрать числ о кл а с с о в? Какие значе
ния xi выбрать в качестве гр ан и ц кл а с с о в? На эти вопро
сы нельзя дать однозначный ответ. Часто пользуются эмпири
ческим правилом: оптимальное число классов лежит между ве-

личинами lmш~= 1 +3,22 lg п и lmax=Yn. 
На рис. 33 в виде г ист о граммы представлены результа

ты группировки данных примера IV-1 n десять классов: 146-

1:::~ ~ 
:з- 0.1°[L__.r1:=:1:1==~~ 

148,5 760,5 772,5 18'+,5 196,5 .:r,см 

Рис. 33. Рост юношей - студентов университета. Выборочное распреде
ление в виде гистограммы. 

Выборка разбита на 10 к.пассов. Основание каждого прямоуrо.пьннка - зте 
д.пина к.пассового ннтерва.па, высота - частота соответствующего к.пасса: тапм 
образом, п.пощадь прямоуго.пьника пропорцнона.пьна до.пе соответствующего 

к.пасса в выборке. 

151, 152-157 см и т. -д. Середины классовых интервалов равны 
148,5; 154,5 см и т. д. Высота столбиков на гистограмме пропор
циональна относите.(Iьной частоте классов в выборке. Можно вк
деть, что выборочное распределение куполообразное, одновер
шинное, более или менее симметричное. Следовательно, выбо
рочное распределение дает самое грубое, глазомерное представ
ление о виде распределения генеральной совокупности (ер. зада
чи IV-1, IV-3, IV-4). В случае примера IV-1, суммируя приведен
ные выiuе соображения и результаты, изображенные на рис. 33, 
можно сказать, что формулировка гипотезы о том, что признак 
срост юношей - студентов университета» распределен норма.'IЬ
но, представляется вполне разумной. Теперь можно перейти к 
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следующему этапу решения задачи-проверке этой статистиче
ской гипотезы. 

Проверка статистических гипотез-один из 
р а з д ел о в м ат е м а т и ч е с к ой ст а т и с т и к и. 

Проверяемая гипотеза называется нулевой гипотезой и обо
значается Н0• В примере IV-1 Но: случайная величина «рост 
студентов университета» имеет нормальное распределение. В ре
зультате проверки нулевой гипотезы может быть получено согла
сие с ней, и тогда нулевая гипотеза будет принята. Может, од
нако, оказаться, что эмпирические результаты не согласуются с 

гипотетическими. В этом случае нулевая гипотеза должна быть 
отвергнута и будет принята некоторая альтернативная (конку
рирующая) гипотеза Н1 • К такому исходу статистического ана
лиза нужно быть готовым заранее, поэтому Н1 формулируется 
одновременно с Н0 • Конкурирующая гипотеза Н1 в примере 
IV-1 гласит: случайная величина «рост студентов университета:. 
не распределена нормально. 

Для того чтобы выяснить, справедлива ли Н0, нужен какой
то статистический критерий, или критерий значимости. Построе
нием критериев значимости для решения различных биометри
ческих задач мы будем заниматься в последующих главах. 
Здесь же рассмотрим некоторые общие принципы построения 
критериев значимости и интерпретации полученных результатов. 

Конструктивная формулировка нулевой гипотезы ~опровож-

дается построением некоторой случайной величины g, являю

щейся функцией величин ; 1, ; 2, ... , ;n· Функция g (;1, ... , 

Xn) выбирается таким образом, чтобы· закон ее распределения 
бы.'I полностью оп·ределен, т. е. заданы и вид распределения, и 
его параметры. Эта функция строится в предположении пра~ 
вильности Н0 и называется статистикой критерия значимости. 
Ее значение g8ксп(Х 1 , ••. , Xn), вычисленное по выборочным дан-

ным, рассматривается как единичная реализация g. Тогда ока
зывается возможным вычислить вероятность Р одного из собы
тий: 

или их объединения: 

Р Jg:>- gэксп}; 

Р /g<gэкcn\ 

Р /g-<;: gзксп} + Р /g :>- gзксп\ • 

какого именно - зависит от формулировки альтернативной гипо
тезы Н1. 

Если Р до ст а то ч н о в е л и к а, больше некоторого а, то 
Н0 принимают; если Р слишком мал а, меньше а, то Но 
отклоняют и принимают альтернативную гипотезу. В этом смысл 
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критерия значимости. Вероятность а называют уровнем значимо
сти статистического критерия. 

Выбор величины а - задача не математическая, но б и о
м е т р п ч е с к а я. Шуточный пример Н. В. Лучника разъясняет 
суть дела. Некий изобретатель обращается с предложением к 
медикам. Он изобрел новое средство против рака, которое эф
фективно на самых последних, неизлечимых на сегодня стадиях 
заболевания, накануне смерти; приняв этот препарат, больной 
с вероятностью 0,95 поправляется, но с вероятностью 0,05 уми
рает. Можно .ТJИ в такой ситуации пренебречь вероятностью 0,05? 
Несомненно! Окрыленный успехом, изобретатель предлагает еще 
один препарат- теперь против гриппа, наносящего, как изве

стно, огромный ущерб экономике. Больной, принявший этот пре
парат, с вероятностью 0,95 поправляется немедленно, но с веро
ятностью 0,05 умирает. Можно ли в такой ситуации пренебречь 
вероятностью 0,05? Разумеется, нет! 

Таким образом, выбор уровня значимости определяется важ-
1юстью биологических выводов, которые должен сделать экспе
риментатор. Принятие же решения (выбор а) в обычных, рядо
вых ситуациях основывается на всем опыте развития количест

венной био.погии. ВначаJ1е биометрики брали а=О,0027, это так 
называемое «правило трех сигм»: }.южно пренебречь долей п.10-
щади под нормальной кривой, удаленной по обе стороны от 
среднего зпачения более чем на три средних квадратичных от
клонения (см § 4 гл. 111). Накопление материала в разных об
ластях биологии показало, однако, что при этом слишком часто 
принимается неверная нулевая гипотеза. На следующем этап~ 
браJ1и уровень значимости а=О,05. Однако сейчас создается впе
чатление, что при этом слишком часто неправильно отвергают 
ну.певую гипотезу. Поэтому в настоящее время многие биометри
ки склоняются к следующему правилу: 

а) ес.1и Р>О,05, то принимается нулевая гипотеза; 
б) ес.1и Р<О,01, то нулевая гипотеза отклоняется и прини

мается конкурирующая; 

в) если 0,01 <Р<О,05, то результат считается неопределен
ным. 

В последнем случае обычно требуется проведение дополни
тельных опытов. Однако биолог вправе, учитывая всю совокуп
ность знаний по изучаемому вопросу, все-таки принять то или 
иное решение. Он может это сделать и берет на себя ответствен
ность за этот шаг, но должен помнить при этом, что уровень 

значимости критерия есть вероятность ошибочного отклонения 
нулевой гипотезы. 

Обсуждая пример IV-1, мы сформулировали представление 
о проверке статистических гипотез и ввели некоторые важные 

понятия этого раздела математической статистики. Теперь не
обходимо подобрать к экспериментальным данным гипотетиче
ское (теоретическое) нормальное распределение. Однако у нас 
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нет никаких априорных соображений о значении параметров µ 
и (J этого распределения! И нет другого пути, кроме оценки па
раметров гипотетического нормального распределения по вы

борочным данным. 
Оценка параметров распреде.1ения-другой 

р а з дел м а те м ат и ческой с т а т и с т и к и. 
Для оценки параметров распределений также используются 

статистики, т. е. случайные величины, являющиеся функциями - - -
от сJ1учайных величин g(x1, ... , Xn), реализация которых 
g(x1, ... , Xn) наблюдается в эксперименте. 

Для оценки одного и того же параметра генера.пьной совокуп
ности могут быть использованы разные статистики. Например, 

.- • - l п- 1- -
оценкои Ех могут быть и m= n ~1-1Xi, и 2 (Xmax-Xm1n). Как 
правило, они не будут равны. Какую же статистику следует 
предпочесть? 

Прежде всего «хорошая» статистика g (х1, ... , Xn) должна 
сходиться к «истинному» генера.r~ьному параметру 'f\, для оценки 
которого она служит, т. е. д.пя любого е>О должно выполняться 
соотношение 

Р\ l11-g(~1 .... , _;11)/ <~1- 1. 
11 ~оо 

Оценки, удовлетворяющие этому условию, называются состоя
тельными. 

Состоятельность является довольно слабым требованием и к - -
тому же описывает поведение с.r~учайной оценки g(x1, ••• , Хп) 
при безграничном увеличении объема выборки. Для выборок ко
нечного объема важной характеристикой является несмещен
ность, под которой понимают выполнение соотношения 

- - -
Е [g· (Х1, ••. ' Х11)] = "lj. 

Две несмещенные оценки могут обладать разным рассеяни
ем вокруг истинного значения параметра 'f\· В качестве меры это-

го рассеяния естественно выбрать диспер~~ D [g (;2: ... , Xn)]. 

Отсюда СJtедует определение: статистика g(x1, ... , Xn) называ
ется эффективной, если ее дисперсия минимальна в классе 
всех несмещенных оценок. 

Найденные с помощью статистик оценки параметров явля
ются точечными оценками, т. е. определяемыми одним числом. 

Как говорилось выше, статистика есть случайная величина, по
этому отдельное ее значение, полученное в опыте, как правило, 

не будет совпадать со значением параметра. Особенно больши
ми могут быть различия между значениями статистик и пара
метра при малых выборках. Поэтому возникает вопрос: нельзя 
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ли на основании выборочных данных указать интервал, заклю
чающий в себе оцениваемый параметр генерального распреде
ления? Речь идет, таким образом, о нахождении интервальной 
оценки параметра, т. е. оценки, определяемой двумя числами
концами интервала. 

Выберем некоторую большую вероятность 1-а, считая ее 
настолько близкой к единице, чтобы возможностью появления со
бытий, вероятность которых меньше а, можно было практически 
пренебречь. Назовем эту вероятность 1-а доверительной веро
ятностью. То1 да интервал ( а1, а2), построенный на основании 
выборочного значения статистики и покрывающий с вероятно
стью 1-а значение параметра генеральной совокупности, назы
вается доверительным интервалом. Обычно в биологических ис
следованиях принимают 1-а=О,95. Однако в более ответствен
ных ситуациях приходится брать 1-а=О,99 и даже 1-а=О,999. 

Рассмотрим еще несколько примеров анализа одной вы
бор1ш. 

Пример IV-5. После действия колхицина на растения земля
ники получены ягоды, имеющие массу (г): 1,2; 1,3; 1,8; 1,4; 1,5; 
1,3; 1,4; 1,5; 1,8; 1,7; 1,2; 1,3; 1,4; 1,8; 1,4. Каково среднее значе
ние признака у земляники при воздействии колхицином? 

Речь идет о количественном признаке. Однако объем выбор
ки мал: n= 15. Анализ вида распределения здесь проводить 
трудно. Остается: 1) или предполагать, что распределение нор
мальное, 2) или считать распределение произвольным. В пер
вом случае нужно получить точечные оценки µ и <J, а также ин
тервальную оценку µ (интервальная оценка <J в задаче не тре
буется!). Во втором случае можно найти точечную оценку меди
аны ~ и ее доверительный интервал. Способ решения этих задач 
будет указан в следующей главе. · 

Пример IV-6 (данные Стьюдента, по Р. А. Фишеру [1958)). 
Производился подсчет дрожжевых клеток в счетной камере 
(табл. 7). Согласуется ли полученное распределение с распре
делением Пуассона? 

Таблица 7 

'аспределение числа дрожжевых клеток по квадратам счетной камеры 
(к примеру IV-6) 

Число Число Чис"о 

Арожжевых квадратов 
J!рожжевых квадратов дрожжевых квадратов 

счетной с•1етной счетиоll клеток клеток клеток 
камеры камеры камеры 

1 20 5 70 9 10 
2 43 6 54 10 5 
3 53 7 37 11 2 
4 86 8 18 12 2 
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С какой целью проводятся эксперименты такого рода и по
чему представляет интерес решение указанной статистической 
задачи? В исследованиях по физиологии и генетике микроорга
низмов, в различных производственных экспериментах зачастую 

встает вопрос об оценке числа клеток в культуре; это может по
требоваться для характеристики темпа размножения клеток, для 
оценки частоты вновь возникающих мутаций и т. д., и т. п. До
статочно точное определение числа клеток возмьжно лишь в 

том случае, ес.тrи можно учесть каждую клетку отдельно (не об
разуется комков клеток) и если клеточная культура гомогенна. 
Как это установить? Берется некоторый небольшой объем взве
си и помещается в счетную камеру. Нас интересует распреде
ление дискретной (целочисленной) случайной величины: число 
клеток в квадрате счетной камеры может быть равно О, 1, 2, ... 
Если по объему взвеси клетки распределены независимо и если 
учет числа клеток в квадратах счетной камеры ведется точно. 
то :мы оказываемся в условиях задачи, рассмотренной в § 4 
гл. 11. Там было показано, что такая случайная величина долж
на быть распределена по закону Пуассона. Таким обеазом, ре
шение задачи о согласии наблюдаемого распределения с распре
делением Пуассона дает ответ на вопрос о том, удовлетвори
тельна ли техника проведения эксперимента, производится ли 

подсчет числа клеток в культуре методически чисто. Разуме
ется, для полного ответа на вопрос необходимо провести иссле
дование повторных проб разными лаборантами; однако это 
усложнение задачи мы обсудим несколько позже (см. Гл. VII). 

Итак, мы имеем эмпирическое распределение целочисленной 
случайной величины. Решение задачи сводится к нахождению 
оценки т параметра А., вычислению гипотетического распреде
ления и проверке согласия эмпирического распределения с гипо

тетическим. Можно найти и доверительный интервал для А.. 
Пример IV-7. При рассадке черенков томатов с использова

нием кинетина из 2417 черенков укоренился 561. Какова эффек
тивность этого способа укоренения? 

В качестве меры эффективности укоренения примем 
561/2417=0,232, или, в процентах, 23,2%. Какова изменчивость 
выбранного показателя? Имеем качественный альтернативный 
признак «черенок укоренился» - «не укоренился»; если черен

ки .1.ля опыта выбирались более или менее одинаковыми по 
биологическим показателям и если все они одинаково обрабаты
вались кинетином, то вероятность укоренения одна и та же 

для всех черенков. Заметим, что если бы результаты опыта бы
ли приведены подробнее - материал был бы разбит на субвы
борки по их размещению в теплице или по повторным во вре
мени экспериментам, - это предположение можно было бы про
верить! Естественно предположить, что укоренения разных че
ренков - события независимые. В таком случае мы оказываемся 
в условиях схемы Бернулли,. приводящей к биномиальному рас-
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пределению случайной величины «Число укоренившихся череп
ков» (§ 5 гл. 11). Один параметр распредеJ1ения известен: 
n= 2417. Возникает задача точечной и интервальной оценки па
раметра р. 

§ 3. СРАВНЕНИЕ ДВУХ ВЫБОРОК 

Перейдем к рассмотрению задач, возникающих при сравне
нии двух выборок. 

Пример IV-8 (по Дж. У. Снедекору (1961]). Исследовалось 
влияние содержания белка в диете на прибавку массы белых 
крыс (табл. 8). Достоверна ли полученная в опыте разница 
между средними прибавками массы? 

Таблица 8 

Прибавка массы белых крыс в возрасте между 28 и 84 днями жизни 
при разном содержании белка в диете (к примеру IV-8) 

Содержание белка 
в диете 

Высокое 
Низкое. 

1 
Число 1 

животных 

i 
7 

1 
Средняя 

Прибавка массы, г прибавка, г 

146, 119, 161, 113, 129, 83, 123 124,9 
70, 1 !8, 101, ·85, 107, 132, 94 101,0 

Начнем с обсуждения организации эксперимента. Целью ис
следования является изучение действия одного фактора - содер
жания белка в диете. Поэтому, естественно, экс~;~ериментатор 
стремится организовать опыт так, чтобы сравниваемые группы 
животных отличались толь к о по исследуемому фактору; 
по всем же другим условиям епыта группы должны быть если 
не идентичны (это идеальная ситуация), то по крайней мере 
практически СХОАНЫ. Наша книга - пособие по биометрии, по
этому «за кадром» остается огромная работа, которую прово
дит специалист, готовя такой эксперимент. 

Решается вопрос о выборе материала: что означает термин 
«белые крысы»? Исходя из целей исследования и реальных 
возможностей, экспериментатор выбирает или животных опреде
ленной генетической линии, или гибридов первого поколения ме
жду линиями (что может иметь свои преимущества), или, нако
нец, просто «беспородных» животных.· Необходимо так органи
зовать разведение животных, чтобы к началу эксперимента бы
ло нужное число крыс определенного возраста. В примере не 
оговорено, велось ли исследование на самках или самцах, огра

ничивалась ли какими-то пределами масса животных в начале 

эксперимента (28 дней жизни) и т. п. Не описаны и условия 
эксперимента на интервале 28-й + 84-й дни жизни животных, ко
торые также должны быть одинаковыми для обеих групп: неле
постью было бы содержание животных одной группы в индиви
дуальных клетках, а животных другой группы - по 3-4 в клет-
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1\е. Подразумевается, наконец, что взвешивание животных в на
чале и в конце эксперимента проводится в соответствии с приня

тыми методическими требованиями. 
Обсуждая биометрические задачи, мы всегда предполагаем 

на.пичие п р о ф е с с и о н а ль н ой к у л ь ту р ы при проведе
нии соответствующего эксперимента. Без этого просто нет смыс
ла обсуждать биометрические задачи. 

Однако даже если эксперимент организован профессиональ
но грамотно, возникает следующий принципиально важный во
прос. В нашем распоряжении 14 живо:rных, равноценных во всех 
отношениях, т. е. любое животное с равными основаниями мо
жет быть взято в ту или другую . экспериме1!тальную группу 
(вариант опыта). l(аким образом из 14 животных выбрать 7, ко
торые будут получать диету с высоким содержанием белка, и 7, 
которые будут получать диету с низким содержанием белка? 
Или, другими словами: взяв первую попавшуюся из 14 крыс, в 
каком варианте опыта ее использовать? 

Эта задача может быть решена следующим образом: живот
ные распределяются по вариантам опыта случайно. Такая 
процедура носит название рандомизации (от анг.11. random -
случайно). Современные представ.1ения о биологической измен
чивости позволяют утверждать, что 14 крыс просто не могут 
быть идентиЧны по всем признакам и свойствам. Рандомиза
ция, естественно, не приведет к тому, что животные, отнесен

ные к разным вариантам опыта} станут идентичными по всем 

показателям. Рандомизация являет собой в некотором. смысле 
«механическую» процедуру, снимающую субъективизм опреде
ленного экспериментатора, определенные неконтролируемые 

предпочтения. При проведении рандомизации во всех экспери
ментах мы обеспечиваем выравнивание в с р ед нем, избавляем
ся от с и стем ат и чес к и х тенденцИй в формировании групп. 
Читателю, по-видимому, уже ясно, что вопрос о рандомиза
ции, возникший при рассмотрении двух выборок, идентичен во
просу об обеспечении простого случайыого выбора из генераль
ной совокупности. Это одна из основ математической стати
стики. 

l(ак практически осуществляется рандомизация? Все 14 жи
вот,ных, отобранных для опыта, нумеруются в произвольном по
рядке: 1, 2, ... , 14. Затем обращаются к таблицам равномерно 
распределенных случайных чисел (табл. 1 Приложения). Табли
цы с.11учайных чисел содержат несколь~о сотен-тысяч цифр О, 1, 
... , 9, каждая из которых представлена в одинаковом количе
стве, и все цифры хорошо перемешаны, т. е. рядом с любой про
.изволыю выбранной: цифрой равновероятно оказывается любая 
из О, 1, ... , 9. Начиная с люрого места таблицы и двигаясь в 
произвольном направлении (по строке, столбцу, диагонади 
и т. д.), выбирают первые 7 двузначных чисел. Например, это 07, 
08, 01, 05, 11, 02, 14. Тогда для варианта опыта с высоким со-

97 



держанием белка в диете возьмем животных № 1, 2, 5, 7, 8, 11, 
14, а оставшихся животных (№ 3, 4, 6, 9, 10, 12, 13) возьмем для 
варианта с низким содержанием белка в диете. Таким образом, 
распределение животных по вариантам опыта осуществлено слу

чайно, вне зависимости от желаний и склонностей эксперимен
татора. 

В связи с рассмотрением рандомизации опишем два при

мера, отвлекшись на время от анализа примера IV-8. В одном 
из них отсутствие рандомизации чуть было не повлекло за со
бой признания открытием явного артефакта. Другой пример 
представляет собой редкий случай эффективной рандомизации 
в медицинских исследованиях, остроумно проведенной в виде 
«квазиэксперимента». 

Пример IV-9 (В. И. Корогодин). Изучалось влияние гамма
облучения дрожжей на интенсивность сбраживания сахара. 
Опыты ставили следующим образом. Навеску прессованных 
дрожжей делили на шесть равных частей, три облучали, а три 
оставляли в качестве контроля. Затем каждую пробу помещали 
в сахариметр - прибор для определения концентрации сахара. 
Всего использовали шесть сахариметров, совершенно новых, 
только что полученных. Сахариметры разместили на стенде, 
причем № 1, 3 и 5 использов_али для работы с облученными об
разцами, а № 2, 4 и 6 - для работы с необлученными. Первый 
эксперимент показал, что облученные клетки в десять раз интен
сивнее сбраживают сахар, чем необлученныеl Пораженный столь 
необычным результатом, исследователь повторил опыт - то же 
самое. Третья повторность дала такие же результаты ... Тогда, 
не по в ер и в самому себе, исследователь применил другую ме
тодику регистрации брожения, - и эффект исчез ... Тщательное 
обследование сахариметров показало, что три из них, всегда быв
шие «контрольными», имели еле заметные трещинки в стекле. 

через которые улетучивался СО2 - продукт брожения, а три 
«опытные» были совершенно исправными. 

Превосходная воспроизводимость результатов всех последо
ватедьных опытов была воспроизводимостью артефакт а. 
Если бы перед каждым опытом проводи.лась рандомизация, 
ошибка обнаружилась бы скорее: уже после второй повторности 
была бы установлена чрезвычайно большая изменчивость как 
в опытных, так и в контрольных группах, что свидетельствовало 

бы о каких-то дефектах методики. Ошибки удалось бы избежать. 
если бы все шесть сахариметров были тщательно выверены пе
ред началом опытов. Только скрупулезность и трезвость исследо
вателя избавили радиобиологию от лжеоткрытия. 

Пример IV-10 (Э. Ф. Казанец). На материалах травматоло
гического института изучался вопрос об отдаленных последст
виях черепно-мозговых травм. В архиве института были отобра
ны истории болезни лиц, попавших в автомобильную катастрофу 
10-15 лет назад. Контрольная группа была представлена людь-
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ми, получившими какую-то травму, например перелом конеч

ности; при этом записи в истории болезни полностью отрицала: 
возможность черепно-мозговой травмы. «Опытная» группа, на
против, включала людей, перенесших черепно-мозговые травмы 
определенной категории. Все избранные для изучения лица ПQ 
почте были вызваны в институт. Большинство из них откликну
лось, и они были подвергнуты квалифицированному психоневро
.;юtическому обследованию. 

Оказалось, что в группе, перенесшей 1O_..Jl5 лет назад че
репно-мозговую травму, намного чаще, чем в контрольной, ВС'J;'ре
чаются шизофрения, эпи.Лепсия и другая тяжелая патоJюгия. Это 
явно противоречило всей совокупности имеющихся данных о' 
отдаленных последствиях черепно-мозговой травмы\ Тогда ав
тор, будучи очень аккуратным исследователем, повторил экспе
римент: провел новую выборку, новые обследования. Итог: на 
сей раз та же тяжелая патология встреча.лась достоверно в1:r 
ше ... в контрольной группе! Явный абсурд, показывающий на
.1ичие серьезных дефектов в организации эксперимента. Автор 
подверг детальному изучению все материалы и обнаружил, ,к 
своему удивлению, что лица, принадлежащие к контрольной и 
опытной группам, различаются отнюдь не только по характеру 
травмы, но и по ряду признаков, не имеющих на первый взгля.1t 
прямой связи с исследуемым вопросом: по соотношению полов, 
распределениям по возрасту, профессии и т. д., и т. п. 'Таким 
образом, наблюдаемые эффекты суть следствия каких•то не
контролируемых в эксперименте причин и условий. 

И вот тут-то автору и удалось найти изящное решение :Jадз
чи. Он стал отбирать в архиве не все истории болезни подря:Ц, 
а исходя из определенной «модельной» ситуации: автомашина 
врезалась в группу людей, кто-то чисто с.11учайно получил че
репно-мозговую травму, а кто-то - другой вид повреждении. 
Остроумная организация «квазиэксперимента» 1 О-1-5 лет ·спу
стя: внешнее и явно нецеленаправленное воздействие потеряв
шего управление автомобиля является случайным по сути\ Ана
лиз этого «эксперимента», также повторенного, дал очень четкие 

результаты: в группе лиц, перенесших черепно-мозговую трав

му, несколько с большей частотой встречались относительно сла
бо выраженные психоневрологические отклонения. 

Отметим одну особенность, весьма характерную для о'бmя 
вышеприведенных примеров. И в том, и в другом случаях ис
следователи активно использовали весь багаж знаний, ранее на
копленных в соответствующей области. Они не спешили обрабо
тать - описать - опубликовать результаты, но действовали ·--в 
высшей степени п р о ф е с с и он ал ь но. 

Вернемся теперь к примеру IV-8. Предположим, что проду
маны все детали техники эксперимента, 14 животных раз·биты 
на две группы. Какие статистические задачи возникнут после 
того, как эксперимент будет завершен? Обратите внимание: 
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мы обсуждаем статистические задачи до на ч а Jl а эк сп е
р и м е н т а, поскольку это последний этап его планирования! 
Работа ведется с КОJ1ичественным признаком «приращение мас
сы между 28 и 84 днями жизни». Объемы выборок невелики: 
n1 =n2=7, поэтому вопрос о том, является ли распределение ге
неральной совокупности нормальным, вряд ли удастся решить, 
используя данные этого эксперимента. 

Допустим, что общие соображения делают это предположе
ние вполне правомочным. Допустим, что средние прибавки 
(средние арифметические) т1 =124,9 и m2= 101,0, можно ис
по.11ьзовать в качестве оценок средних значений µ1 и µ2 гене
ральных совокупностей (покажем это мы в следующей главе). 
Тогда, чтобы ответить на поставленный в примере IV-8 вопрос, 
нужно проверить нулевую гипотезу Н0 : µ 1 = µ2; альтернативная 
гипотеза Н1 : µ1:#=µ2, поскольку у нас нет никаких оснований 
полагать, например, что µ1>µ2, но не µ1<µ2. Может возникнуть 
вопрос, не.11ззя ли в этом примере поменять местами Н0 и Н1 , 
т. е. Н~: ~t1:#=µ2; Н~ : µ1 = µ2• Нет, нельзя! Дело в том, что нуле
вая гипотеза должна содержать числ о, однозначно задающее 

генеральную совокупность. В случае Но: µ 1 = µ2 имеем Н0: 
µ1-µ2=0. А вот в случае Н~: µ 1=Fµ 2 мы ничего не можем ска
зать о значении разности it1-µ2, эта гипотеза не конструктив

на. Обратите внимание, что биолога в рассматриваемом при
мере интересует разность µ 1-µ2; вопрос же о сравнении а~ и 
а~ не ставится. Быть может, в данном случае это и оправдано, 
но еще Р. А. Фишер как-то заметил, что биолог склонен де
лать акцент на сравнении средних, пренебрегая часто сравнени
ем изменчивости, т. е. дисперсий. 

Если на уровне значимости ~ нулевая гипотеза будет при
нята, то говорят, что разница между средними привесами :не 

значим а (синонимы: статистически не достоверна,,. не сущест
венна); ес.11и нулевая гипотеза будет отк.11онена и, следователь
но, принята альтернативная гипотеза, говорят, что разница 

значим а. 

Если предпt>ЛоЖение о нормальности распределения гене
ральной совокупности не правомочно, приходится пользоваться 
другими методами, описанными в гл. VI. . 

Рассмотрим еще несколько задач, возникающих при сравне
нии двух выборок. 

Пример IV-11 (по Л. Д . .Мешалкину [1963]). Исследование 
длины и ширины 139 черепов, найденных в Верхнем Египте и 
относимых к расе, жившей за 8000 лет до нашей эры, показа
ло, что выборочные дисперсии этих признаков равны 32,741 и 
21,271 соответственно. Те же величины, выведенные на основа
нии обследования 1000 европейцев, оказались равными 37,958 
и 25,553. Можно ли считать, что изменчивость изучаемых при
знаков сrшьнее выражена у современных европейцев? 
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В противоположность примеру IV-8 здесь задача исследова
ния сосредоточена на изучении изменчивости. Предполагая 
нормальность распределений, сформулируем для каждого из 
признаков Но: of ='О'~. Результат проверки этой нулевой гипо
тезы и даст ответ на вопрос, содержащийся в примере. 

Пример IV-12 (по Ф. Б. Хатту, 1963 г.). Различаются ли 
две породы медоносной пЧе"1ы по устойчивости к американско
му гнильцу- болезни, вызываемой Bacillus larvae (табл. 9)? 

Таблица 9 

Устоilчивость к американскому rнильцу АВУХ пород медоносной пче.чы 
(к примеру IV-12) 

Порода 

Ван-Скоя •• 
Шартрезская 

Число зараженных 
.1ичииок 

276 
395 

Выжившие лич11ики 

чис.~о 

69 
185 

25,0 
46,8 

Здесь мы имеем дело с качественным альтернативным при
знаком. Предполагая, что признак имеет биномиальное распре
деление, можно получить оценки h1 параметра р 1 и h2 парамет
ра. р2 • Статистическая задача будет заключаться в проверке 
Но: Р1=Р2· 

Пример IV-13. На чашку Петри с плотной питательной сре
дой нанесен смыв с почвенного образца. На чашке выросли 42 
колонии одного вида микроорганизмов и 71 колония другого ви
да. Есть ли основания полагать, что численности популя.ций этих 
двух видов различны? 

Предположив, что признак имеет распределение Пуассона, 
используем т1 =42 как оценку Л.1 и m2=71 как оценку Л.2. За
дача заключается в проверке Но: Л.1 =Л.2. 

Пример IV-14 (по В. А. Елизарову, 1972 г.). Дважды (с ин
тервалом в 10 Лет) изучалось распределение больных туберку
лезом по возрасту. Результаты приведены в табл. 10. Изменился 
JIИ возрастной состав больных? 

Таблица 10 

Распределение больных туберкулезом по возрасту (к примеру IV-14) 

Год 
обследования 

1954 
1964 

<1 

6 
12 

1-6 

42 
61 

Возраст, годы 

7-19 20-39 

181 
164 

468 
233 

40-59 

296 
260 

>60 

40 
62 

Всего 

1233 
792 

Здесь речь идет о каче~твенном признаке, подразделенно~.1 
на шесть групп (та.к представлена группировка материала по 
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количественному признаку). Задача сводится к сравнению двух 
полиномиальных распределений. Нулевая гипотеза заключается 
в том, что вероятности всех возрастных классов не изменились 

за· 10.лет, так что, например, частоты h11 и h21 (первый индекс
принад.'lежность к первой или второй выборке; второй индекс-
1'-й. возрастной класс) являются оценками неизвестного значения 
параметра р1 ; частоты ·h 12 и ~2 - оценками параметра Р2 и т. д. 
Альтернативная гипотеза: хот я бы один из параметров из
меняется, т. е. имеем разные Pii и P2i хотя бы дл/1 одного из 
:классов (см. гл. 111, § 3). 

§ 4. СРАВНЕНИЕ НЕСl(ОЛЬl(ИХ ВЫБОРОI( 

Обсуждая следующий пример, мы покажем, чем отличается 
задача сравнения нескольких выборок от задачи сравнения двух 
выборок. 

Пример IV-15. На относительно однородном участке, разби• 
том на 20 делянок одинакового размера, были высеяны 4 сор· 
та пшеницы, каждый в 5 повторностях. Полученные урожаи 
приведены в табл. 11. · 

Таблица 11 
Урожаи четырех сортов пшеницы (кr на делянку) (к примеру IV-15) 

Делянка 
Средний 

Сорт 
5 

урожай 
2 3 4 

А 32,3 34,0 34,3 35,0 36,5 34,42 
в 33,З 33,0 36,3 36,8 34"5 34,78 
с 30,8 34.3 35,3 3!,3 35,8 33,70 
D 29,3 26,О 29,8 28,0 28,8 28,38 

Различаются ли урожаи разных сортов? Прежде всего обра
тим внимание на организацию опыта. Проводится одновремен
ная оценка (в одном эксперименте) четырех сортов. Если 20 
делянок с точки зрения экспериментатора равноценны, это 

означает, что сорта должны размещаться по делянкам случай-
110, т. е. должна иметь место схема полной рандомизации. Эк
спериментатор нумерует подряд все делянки; первые пять дву

значных цифр :::::;;;20, извлеченные из таблицы случайных чисел 
(см. табл. 1 Приложения), означают номера делянок, на ко
торые будет высеваться сорт А; вторые пять - сорт В и т. д. 
(рис. 34, а). Обратите внимание, что номера делянок 1, 2, ... 
в табл. 11 - это просто порядковые номера, так что сравнение 
в табл. 11 по столбцам никакого смысла не имеет. Читателю 
ясно, что задача сравнения четырех сортов теряет всякий смысл, 
если; скажем, урожай сортов А и В учитывался при посеве в 
один год, а сортов С и D - в другой. 

Средние урожаи в опыте являются оценками средних урожа-
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ев генеральных совокупностей (сортов в целом) µ1, µ2, ... ·. Не
обходимо ответить на вопрос: являются :~и различия между выu- · 
барочными средними случайными или деиствительно, по крайнеи 
мере некоторые, генеральные средние разные? Другими сло
вами, нулевая гипотеза Но: µ1=µ2=µз=µ4=µ против Н1: сред
нее х о т я б ы для одного 
сорта отличается от осталь

ных, например µi=I=µ; (i=t= 
=t= j). 

.Можно ли свести эту за
да чу к нескольким задачам 

попарного сравнения сортов, 

например сравнивать А и В, 
А и С, ... , С и D? Тогда бы 
мы оказались в условиях 

примера IV-8. Нет, нельзя. 
Такой подход не соответст
вует структуре эксперимен

та. Ведь экспериментатор 
работает одновременно с 
четырьмя ·выборками. Тем 
самым мы имеем совместное 

четырехмерное распределе

ние, которое, как мы устано-

а 

АА BD СА DC DC BD вс А В CID Аб 

6 1 2 J 4 5 
,.......,.__.,~~,......-л-----,,..........__ 

А С BD ВА CD DC ВА DA вс ВА DC 

] 

Рис. 34. Размещение 4 сортов, каж
дый в пяти повторностях, по 20 де· 

лянкам. 

а - по.лная рандомизация; б - слу
чайные б.локи. 

вили в гл. 1, не сводится к своим маргинальным двумерным 
распределениям, возникающим при попарном сравнении ре

зультатов опыта. 

В экспериментах типа рассматриваемого схема полной раJ:I
домизации имеет определенные недостатки. Посмотрите на 
рис. 34, а: участок из 20 делянок вытянут в длину, а на таком 
участке вполне возможны систематические изменения почвенных 

условий (влажности, химического состава почвы и т. д.). В этих 
ус.'!овиях предпочтительно наложение частичного ограничения 

на рандомизацию. Разобьем участок на 5 последовательных бло
ков, каждый из которых включает 4 делянки, и будем прово
дить рандомизацию сортов в предел ах каждого блока (рис. 
34, 6). При таком планировании опыта последующий статисти
ческий анализ позволяет учесть изменчивость между блоками, 
не имеющую никакого отношения к изменчивости между сор

-гами. Если опыт проводился по методу случайных блоков, то 
столбцы в табл. ·11 являются блоками, и именно в пределах каж
дого столбца ведется сравнение сортов. Решение задач этого 
7ипа дается в гл. VIII. 

Пример IV-16 (по В. П. Эфроимсону, 1964 г.). Изучались 
частоты групп крови системы АВО у разных народов (табл. 12). 
Различаются ли эти распределения достоверно? 

Задача,. содержащаяся в данном примере, заключается в 
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Таблиц а 12 

Частоты Групп крови системы АВО (в скобках - проценты от общего числа 
обследоваt1ных в данной выборке) (к примеру IV-16) 

Выборка 
Число люАей, имеющих группу кpDBlf 1 

--о----,--А---,--в---,,...--А-В- об~~;~~а110 

Кнтаiiцы (Кантон) 
228 113 1215 34 500 (45,6) (22,6) (25,0) (6,8) 

Индийцы 
712 577 877 191 235j 

(30,2) (24,5) (37,2) (8,1) 

Арабы 
1283 952 516 154 

2~)15 (44,0) (33,0) ( 17,7) (5,3) 

Бушмены 
279 о 57 о 336 (83,0) (0,0) ( 17,0) (0,0) 

Коренные жители 327 243 23 10 603 
Австралии (54,2) (40,3) (3,8) (1,7) 

сравн~нии пяти выборочных полиномиальных распределений. 
Обратите вщ1мание, что объемы выборок разные. Нулевая 

гипотеза формулируется следующим образом -Н0 : пять выбо
рок извлечены из одной генеральной совокупности, имеющей 
полиномиальное распределение с параме:грами р1, Р2' Рз. р4. 

А.1ьтернативная гипотеза-Н1 : хотя бы одна выборка извлечена 
из другой генеральной совокупности, т. е. хотя бы один пара
метр Pi;=l=Pik· Решение этой задачи будет дано в гл. VII. 

Пер.ейдем теперь к рассмотрению биологических задач, при
водящих к анализу статистическJ-Iх связей. 

§ 5. АНАЛИЗ СТАТИСТИЧЕСКИХ СВЯЗЕН 

Этот тип задач отличается от задач, описанных в предыду
щих параграфах, тем, что у каждого исследуемого объекта 
(клетки, особи, популяции, сообщества) регистрируется сразу 
несколько признаков и оценивается наличие связи между при
знаками. В нашем учебном пособии мы рассмотрим случай 
лишь двух признаков. Методы р-ешения задач, содержащихся в 
примерах IV-17 и IV-18, даются в гл. IX, а в примере IV-19-
в гл. VII. 

Пример IV-17 [Sokal, Rohlf, 1969]. С целью изучения мор
фологии краба Pachygrapsus crassipes у каждой из 12 отлов
ленных особей определялись масса жабр и масса тела (табл. 
13). Скоррелйрованы ли исследуемые признаки (рис. 35)? 

Каждая особь, таким образом, характеризуется парой чисел 
(xJi, x2i). Поэтому в качестве статистической модели мы можем 

рассматривать двумерные случ~йные величины <'~\i, X2i). Мерой 
связи между признаками служит коэффицнент корреляции р, 
причем для некоторых важных в био.1огии случаев (в частности, 
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Таблица 13 
Масса жабр и масса тела у краба Pachygrapsus cresslpes 

(к примеру IV-17) · 

Масса Масса 

Номер особи r r ом ер особи 1 
жабр, мr 1 тела, r 

11 жабр, мr 1 тела, r 

1 159 14,40 li 7 100 1,41 
2 179 15,20 j 8 320 15,81 
3 100 11,ЗU 

1 
9 80 4,19 

4 45 2,50 10 2~0 15,39 
5 384 22,70 

1 

11 320 17,29 
6 230 14.90 12 210 9,52 

д.1я двумерного нормального распределения) р=О 
означает, что случайные величины независимы. Таким образом. 
прежде всего нужно решить вопрос о правомочности предполо-

жения о двумерном нормальном · 
распреде.11ении (этого предполо- 24 :Xz, г 
жения потребует и последующее 
испо"1ьзование статистических ме- 20 
тодов). Если, например, данное 
предположение правомочно, то 

необходимо оценить выборочный 18 
коэффициент корреляции r и про-
верить гипотезу, что коэффициент 
корреляции генеральной совокуп
ности р=О. Если предположение 
о двумерном нормальном распре

делении генеральной совокупно
сти неправомочно, то оценивают 

ранговый коэффициент корреля
ции. 

В предыдущих параграфах, 
когда у каждого объекта учиты
вался один признак, мы всякий 

о 

' ;. () 

о 

о 

о 

10'1 

ось 
о 

о 

200 

о 

о 

о 

х,,мг 

JOO 400 

раз приходили к двум·типам ста- Рис. 35. Связь между массой 
жабр (х1) и массой тела (х2) 

тистических задач: о.~енке пара- У краба (пример IV-l7). 
метров распределении и сравне-

нию параметров (или распределений). На примере IV-17 мож
но видеть, что к тем же типам задач мы приходим и при анали-

зе систем двух признаков. . 
Пример IV-18 .(по М. Демерецу, 1943 г.). Изуча.11ась зави

симость между дозой рентгеновского облучения и частотой ви
димых мутаций у нейроспоры (табл. 14), П роаналИзируйте за
висимость «доза - эффект». 

Здесь речь идет об установлении вида функциона.1ьной зави
симости у= f (х). Один признак (доза облучения) произволен 
и обычно предполагается - точно задается экспериментатором, 
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Таблица 14 

Зависимость между дозоii рентгеновского 
облучения и частотой мутаций у неiiроспоры 

(к примеру IV-18) 

Доза облучения, кР 

о 
0,1 
0,5 
1,5 
3,0 

Частота мутаций, % 

1,2 
1,3 
2,0 
3,7 
7,4 

это независимая переменная, ее значения Xi. Другой признак

.значения Yi случайных величин yi, наблюдаемые при фиксиро

.ванных Xi. Отличие от корреляционной задачи, где оба признака 
варьировали вне воли экспериментатора, очевидно. 

Приступая к регрессионным 
задачам, всегда следует начи

нать с построения графика. На 
рис. 36 видно, что предположе
ние о линейной зависимости про
цента мутаций у нейроспоры от 
дозы облучения совершенно есте
ственно (если бы зависимость 
от.1ичалась от линейной, меняя 
масштаб Ii:o осям координат, мы 
бы попытались линеаризировать, 
«спрямить» ее, потому что это 

простейший вид функции и его 
проще всего анализировать). За-

о,1 о,5 1,5 з,о дача заключается теперь в том, 

Доза облучения, кР чтобы по данным выборки най-

Рис. 36. Зави_симость процента му
таций у нейроспоры от дозы рент
{'Е!Новского облучения (пример 

IV-18). 

ти уравнение у=а+Ьх, где а и 
Ь - выборочные оценки пара
метров х и р генеральной сово
купности. Хотя из рис. 36 влия
ние облучения представляется 

«на глаз» очевидным, все-таки необходимо строго проверить 
гипотезу Р=О. 

Пример IV-19 (по Л. Д. Мешалкину [1963]). У 413 человек 
-определялась односторонность в развитии рук по испытанию в 

поднимании тяжестей и глазная односторонность по общему 
астигматизму (табл. 15). Есть ли связь между этими призна
ками? 

По сути своей это корреляционная задача. Однако коэффи-
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Таблица 15 
Взаимосвязь между односторонностью в развитии рук и глаз 

(к примеру IV-19) 

Глазная односторонность 

Односторонность в развитии рук 

Леворукие (левши) 
Обоерукие ..•. 
Праворукие • . . . 

девоглазые 

34 
27 
57 

обоеглазые 

62 
28 

105 

правог лазые 

28 
20 
52 

циент корреляции введен лишь для непрерывных случайных ве
личин, а в данном примере оба признака имеют полиномиаль
ное распределение. 

* * 
* 

Выше (§ 2-5) мы рассмотрели основные типы статистиче
ских задач, возникающих в количественной биологии. Совету
ем читателю, прежде чем двигаться дальше в изучении предме

'I'а, еще раз просмотреть этот материал, чтобы научиться рас
познавать, «В чем суть задачи». Вопрос «как решать задачу» 
будет рассматриваться в следующих главах. 

На протяжении предыдущих глав неоднократно подчеркива
.'Iось, что статистический анализ в биологии начинается с выбора 
адекватной математико-статистической модели, по существу это 
уже первый этап статистического анализа. 

Следующий этап анализа - применение статистического ап
парата для решения поставленной задачи к данным выборки. 
Как правило, соответствующий метод удается найти в учебни
ках и справочниках по .статистике; нередко и модель строится 

уже под известный метод. Однако нельзя исключить, что в не
которых случаях определенная постановка биологической зада
чи потребует какой-то новой статистической разработки; обыч
но эту разработку может осуществить или специалист в области 
математической статистики, и.rш статистически грамотный био
лог в содружестве с математиком. 

Наконец, последний этап анализа - биологическая интер
претация полученных статистических результатов. Для успеш
ного осуществления этого этапа от биолога требуются и про
фессиона.ТJЬная биологическая подготовка, и знание основ ма
тематической статистики. 

Задачи 

IV-1 [Кендалл, Стьюарт, 1966]. Постройте график распределения по 
возрасту для смертности от менингита (табл. 16). Почему материал сгрук
uнроваи в классы с неравными интервалами? 
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Таблица 16. 

Смертность от менинrита в Анrлии и Уэльсе в 1953 r., 
п =414 * (к задаче IV-1) 

Возраст ( х ,)• Чис.~о смертей Возраст (xi)• Число смертей 

ГОДЫ (ni) годы (n;) 

О- 162 35- 5 
1- 29 40- 11 
2- 11 45- 17 
3- 6 50- 21 
4- о 55- 32 
5- 1() 60- 23 

10- 8 65- 22 
15- 6 70- 15 
20- 4 75- 11 
25- 3 80- 10 
30- 5 85 и выше 3 

* О - обозначает возраст до 1 года, 1 - возраст от 1 го
да до.2 лет и т. д. 

IV-2 (данные С. Хсиа и др., по А. Пьяцца, 1981 г.). С целью оценить 
влияние родственных связей на интенсивность иммунноrо ответа было изу
чено распределение титров антител к вирусу цитомеrалии в семьях менно

нитов, проживающих в Индиане (табл. 17). Постройте и опишите график 
этоrо распределения. Попробуйте получить распределение, близкое к нор

мальному, используя преобразования l/x, Vx и log х (в последнем случае 
обоснуйте выбор основания логарифма). 

Таблица 17 
Распределение титров антител к вирусу цитомеrалии у меннонитов Индианы, 

п =380 человек (к задаче IV-2) 

Обратный титр (Xi) Число людей (n1) 05ратиыА титр (xi) Число .~юдей (ni) 

2 23 lG 110 
4 53 32 f IO 
8 90 64 34 

128 10 

IV-3 (данные Г. Э. Пирс, по М. Кендаллу 11 А. Стьюарту {1966]). По
стройте и опишите график распределения степени облачности в Гринвиче 
д.1я июля (табл. 18). 

IV-4 (данные Дж. В. Т. Метьюза, по К. Мардиа (1978]). Найдите на
r.11ядное графическое изображение для данных по ориентации немиrрирую
щнх анrлийских крякв Anas platyrhynchos (табл. 19). 

IV-5. «При своем посещении Фарнейских островов у берегов Нортум
берлэнда Бэтсон обратил внимание на их богатство уховертками ... :. [Филип
ченко, 1978, с. 103-104). Воспроизведите график полученноrо Бэтсоном рас
пределения длины клещей у самцов уховертки Forf icula auricularia 
(табл. 20). Чем можно объяснить наблюдаемую картину? 

IV-6. А. К. Эйткен (по Г. Крамеру (1975)) приводит распределение для 
показаний часов, выставленных в витринах часовщиков (табл. 21). Построй
те график этого распределения. О чем он rоворнт? 
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Таблица 18 

Интенсивност~. об.чачности в Гринвиче для июля 1890-
1904 гг., n=1715 (к задаче IV-3) 

Степень Число Степень Число 
облачности набтоденнй облачности наблюдений 

(Х/), усл. ед. (ni) (Х;), усл. ед. (ni) 

о 320 б 55 
1 129 7 65 
2 74 8 90 
3 68 9 148 
4 45 10 676 
5 45 

Таблица 19 
Распределение значений угла исчезновения английских крякв, 

п =714 птиц* (к задаче IV-4) 

Направление Число птиц Направление Число птиц 

(Xi) tn;) (Х1) (ni) 

оо_ 40 180°- 3 
20- 22 200- 11 
40- 20 220- 22 
60- 9 240- 24 
80- б 260- 58 

100- 3 280- 136 
120- 3 300- 138 
140- 1 320- 143 
160- 6 340- 69 

* Угол исчезновения - это азимут той точки на горизон
те, в которой выпущенная наблюдателем птица скрывается 
из виду. О - обозначает направление от 0° (север) до 20°, 
20 - ОТ 20 ДО 40° И Т. Д. 

Таблица 20 

Длина клещей у самцов уховертки на Фарнейских островах, 
n=584 особи (к задаче IV-5) 

Длина клещей Число особей Длина клещей Число особей 
(Xi), ММ (n1) (Х1)• ММ (ni) 

3,0 64 6,5 42 
3,5 125 7,0 90 
4,0 52 7,5 68 
4,5 7 8,0 44 
5,0 12 8,5 8 
5,5 24 9,0 6 
6,0 42 
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Таблиц а 21· 

Показания часов в витринах часовщиков, n= IЩJO часов* 
(к задаче IV-6) 

Показания Число Показания Число 
часов наблю4ениА часов наблюдеинА 

(Xt) (Rj) (Xt) - (n1) 

О- 77 6- 73 
1- 81 7- 70 
2- 95 8- 77 
3- 86 9- 82 
4- 98 10- 84 
5- 90 11- 87 

* О- обозначает промежуток времени от О до 1 ч, 1 -
ОТ 1 ДО 2 Ч И Т. Д. 

IV-7. А. Хальд [1956] приводит два эмпирических распределения: 1) длlt 
суммы 4 случайных чисел (табл. 22) и 2) для суммы 16 случайных чисел 
(табл. 23). Постройте и опишите графики этих распределений. · 

110 •· 

Таблица 22 

Распределение суммы 4 случайных чисел, n=200 

Сумма ( • /) 

О- 4 
5- 6 
7- 8 
9-10 

11-12 
13-14 
15-16 
17-18 

(к задаче IV-7) 

Число случаев IJ 
(nt) 1 

о 
2 
3 
7 

21 
16 
20 
34 

Сумма (Х;) 1 

19-20 
21-22 
23-24 
25-26 
27-28 
~9-30 
31-36 

Ч11сло случаев 

(n1) 

25 
22 
28 
10 
8 
4 
о 

Таблица 23 
Распределение суммы 16 случайных чисел, n=200 

(к задаче IV-7) 

Сумма (Xi) 
Число случаев 

Сумма (Хд 
Число случаев 

(n/I (ni) 

0-44 о ~ 75- 79 33 
45-49 3 80- 84 25 
50-54 14 85- 89 12 
55-59 14 9J- 94 10 
60-64 19 95- 99 2 
65-69 28 100-104 1 
70-74 39 105-144 о 



IV-8 [Терентьев, Ростова, 1977). Проведите графический анализ призна
ка сразмеры крипт» (в делениях окуляр-микрометра) в ободочной кишке
крыс: 

tO 7 8 12 16 9 10 7 9 9 14 10 1(} 
8 9 11 9 8 10 11 9 10 11 10 10 tO 
8 11 12 9 9 10 10 10 10 10 7 8 9 

11 8 9 8 10 10 9 10 9 8 9 9 7 
9 10 8 13 9 9 12 10 9 8 7 10 1t 

t2 13 8 8 8 13 12 10 9 8 7 11 12 
14 10 10 8 8 7 9 10 11 9 8 8 7 
9 10 11 14 10 7 13 10 9 12 12 10 8' 
9 8 7 10 

IV-9. Сопоставьте примеры IV-8 и IV-15. Если вы располагаете методом· 
анализа второго из них, что можно сказать о применимости этого метода 

к первому? 

IV-10. Сопоставьте примеры IV-12, IV-14, IV-16 и IV-19. Сформулируй
те для них Но одного типа. Если вы располагаете методом анализа примера 
IV-19, что можно сказать о его приложимости к остальным примерам? 

IV-11. Можно ли использовать табл. 3 в качестве таблицы случайных 
чисел? 

IV-12 (Р. А. Нежиховский, 1981 г.). В табл. 24 приведены статистиче
ские данные о наводнениях в устье р. Невы за 278 .лет существования 
г. Ленинграда (с 1703 по 1980 г.). Постройте графики распределений и срав
ните их. К:акому распределению подчиняются эти данные? 

Таблица 24 
Распределение числа наводнений в устье р. Невы по 
rодам за 278 лет (1703-1980 rг.) (к задаче IV-12) 

Число наводне1шА 
в году 

о 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Всего наводнений 

Число лет при подъеме воды 
над ординаром 

свыше 150 см 

139 
79 
37 
13 
5 
з 
о 
1 
1 

242 

свыше 180 см 

206 
53 
14 
4 
о 
1 
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ГЛАВА V 

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Выше (гл. IV, § 2) говорилось, что для оценки параметров 
распределений используются статистики, к которым предъяв
ляются требования состоятельности, несмещенности и эффектив
ности. Учитывая эти требования, а также то обстоятельство, что 
для оценки одного и того же параметра могут быть использо
ваны разные статистики, естественно задать вопрос: с помощью 

каких методов следует выбирать их? Наиболее распространен 
метод максимального правдоподобия, предложенный Р. А. Фи
шером. 

§ 1. МЕТОД МАl(СИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ 

- - -
IJусть х 1 , х2, ••• , Xn - независимые случайные величины, 

каждая из которых имеет плотность распределения f(x). Для 
целочисленных случайных величин мы рассматривали бы рас
пределение вероятностей р{х'}. Предполагается, что вид рас
пределения f (х) (или р{х}) известен; неизвестно только значе
ние некоторого параметра 0, который надлежит оценить по ре
ализациям х1 , х2, ••• , Xn этих случайных величин. Например, 
если р{х} - распреде.'Iение Пуассона, то 0 - параметр 'Л. Пусть 
'Ф (х) - плотность с о в местного распределения случайных 

величин х1 , ••• , Xn. В дальнейшем будем иметь дело только с 
независимыми случайными величинами, поскольку это, как пра
вило, соответствует структуре большинства биологических эк
спериментов. Для конкретных реализаций х1, х2, ••• , Xn функция 
L (0) ='Ф (х 1 , · х2, ••• , Xn, 0) называется функцией правдоподобия. 

Сущность метода максимального правдоподобия состоит в 
том, чтобы найти «наиболее правдоподобное» значение пара
метра 0, т. е. такое, при котором значение функции правдопо
добия максимально. При максимизации L (0) подразум:_вается, 

что значенпя Х1, х2 • ••• , Xn случайных величин х1, х2, ••• , Xn фик
сированы, а перемен11оl1 ве.'Iичиной является параметр 0. Другп-
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ми ~11ов:-ми, ма!симум L (0) отыскивается в предположении, 

что х1, х2' ... , Xn заменены их выборочными значениями. Так 
как удобнее иметь дело не с величиной L (0), а с ее логариф
мом, то требуемое значение 0 находят, решая относительно 
0 уравнение правдоподобия 

Ес.11и распределение имеет несколько, например k, параметров 
01, 02, ... , 0k, необходимо приравнять нулю частные произ
водные ln L по этим параметрам и решить систему 

~-О· 
д+11 - ' 

дlnE =О. 
дt-'!k • 

Рассмотрим задачу оценивания параметров µ и Gl нормаль
ного распределения. В силу того, что плотность совместного рас
пределения независимых случайных величин равна произведе
нию их плотностей (см. гл. 111, § 2), функция правдоподобия в 
этом случае имеет вид 

L (01, 02) = (V21t02)-п Е'хр [- 2~ ~ ~ (х1 - 0 1)2] 
2 ~i=l 

и ее логарифм 

ln L = - ~ ln (21t0 2)-- 2~ "'°'п (х; - 0 1) 2 • 
2~1=1 

Дифференцируя это уравнение по 0 1 и 0 2 и приравнивая про
изводную нулю, имеем 

дlnL 1 ~п 
де;-= - 282 ~l=l 2 (Х1 - 02) =О; 

-- =--·-+- (x1-u 1 -=О. 
дlnL n 1 1 }Jn '°')? 
д8~ 2 02 20~ l=I 

Из первого уравнения получаем 

~f=l (Х1 - 01) = ~;~1 Х1 - 1t81· = 0. 
Решая это уравнение относительно 01, находим оценку макси
мального правдоподобия для среднего значения µ, которую 
обозначим т: 

m = 0 1 =- Х1. 1 }Jn 
п l=l 

·Итак, для оценки среднего знаqения µ нормального распределе
ния следует выбрать статистику 
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~ 1 ~п ~ m = n Xt• 
1=1 

Чтобы найти оценку дисперсии о-2, подставим во в;rорое 
уравнение т вместо 01. Разрешая это уравнение относительно 
02, получаем оценку максимального правдоподобия, которую 
обозначим 

2 0 1 ~п ( )2 So = 2 = n . Х1 - m . 
1=1 

Таким образом, для оценки дисперсии .а2 нормального распре
деления следует выбрать статистику 

sG=.!.. ~п (х1 -Ш) 2• 
n~i=l 

Статистики, полученные методом максимального правдоподо
бия, обладают тремя замечательными свойствами: они асимпто
тически (т. е. при n-+ оо) распределены нормально, являются 
асимптотически несмещенными и асимптотически эффектив_. 
ными. 

Читатель может самостоятельно показать, что оценкой ма
ксимального правдоподобия для параметра р биномиального 
распределения я~ляется 

k h=-, 
п 

где п - общее число независимых испытаний, k- число испы
таний, в которых произошло данное событие (задача V-1), и что 
оценкой максимального правдоподобия для параметра Л рас
пределения Пуассона является 

~:=1 X1n1 
m= ' п 

где Xi - наблюденное значение случайной величины; ni показы
вает, сколько раз оно наблюдалось; n=!.f=1ni есть общеечисло 
наблюдений и l- число различных значений Xi (вариант) (за
дача V-2). 

Методом максимального правдоподобия мы будем пользо
ваться в дальнейшем для нахождения оценок коэффициента 
корреляции р и коэффициента линейной регрессии р (см. гл. IX" 
§ 2, 6). 

§ 2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЫБОРОЧНОГО СРЕДНЕГО т 

И ВЫБОРОЧНОЯ ДИСПЕРСИИ s2 

В СЛУЧАЕ НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЯ 

ГЕНЕРАЛЬНОЯ СОВОКУПНОСТИ 

Если х1 , ••• , Xn распределены нормально, то статистика т 
также имеет нормальное распределение, поскольку она является 

их линейной комбинацией (см. гл. 111, § 3). При этом 
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Em=E - Х; =- Ex1 =-ntJ-=\.L. - ( 1 }Jn -) 1 }Jn - 1 
n i=I n i=l n 

Найдем дисперсию т: 

Dm= D(.!._ ~п ;1)=~ ~п D;1 = .-!.2 па2= а'. 
п ~i=l п- ~1=1 п п 

Это очень важный результат, показывающий еще одно ценное 
свой.ство нормального распределения; дисперсия выборочного 
среднего в п раз меньше дисперсии отдельных случайных ве
личин, т. е. средние группируются вокруг центра распределения 

теснее, чем отдельные значения. Итак, справедлива следующая 
теорема. 

Теорема V-1. Если п независимых случайных величин 

х1 , ••• , Xn распределены нормально с параметрами µ и а2 каж
дая, то случайная величина 

- 1 }Jn -m=- Х1 
п i=l 

распределена также нормально с параметрами µ и с12/п. 
В качестве статистики для оценки дисперсии в предыдущем 

параграфе была получена случайная величина 

so=- (х1 -т)2• -2 1 }Jn - -
п i~l 

Это тот самый случай, когда оценка максимального правдоподо
бия, асимптотически несмещенная, оказывается смещенной при 
конечном п (см. задачу V-4). Несмещенной статистикой явля-
ется 

-2 1 }Jn - - '2 s = --1 (х1 - т) . 
п- 1=1 

Величину (п-1) называют числом степеней свободы, смысл 
ее заключается в следую~м. Хотя все п случайных величин не-

зависимы, ква;рат~ (xi-m)2 независимыми не являются, так 
как разности (xi-m) связаны уравнением 

"""п - -~1=1 (х; - m) = О. 

Говорят, что на п независимых случайных величин наложена 
одна линейна я связь, или одно линейное ограничение. По-

этому среди всех п величин (xi-~) независимыми («свобод
ными») являются любые (п-1). Отсюда становится ясным про
исхождение термина «число степеней свободы». 

Найдем теперь вид распределения s2. Перейдем от незави

симых С.'Iучайных величин х1, х21 ••• , Xn к случайным величинам - - -У1, У21 •.. , Уп по формулам 
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- 1 - - - -
Yt1-1=y [х1+х2+ ... +хп-1 - (п-l)хп]; 

(n-l)n 

Уп =:п<х1+х2+ ... +хп) = уп.т. 
Так как матрица, составленная из коэффициентов этого преоб-
разования: 

1 1 
о о 

y'f":2. -У1·2 
1 1 2 о 

y2.::s у2.з -v2.з 
С= 

1 1 1 (п - 1) 

У(п -1) п У(п-1) п У(п-1)п Jf(n-l)n 

1 1 1 1 

.уп vп vп vп 

удовлетворяет. соотношению ест= 1, где 1 - единичная матрица 
порядка п, а т _- ::_нак тра~спонироващ1я, очевидно, что случай-

ные величины у1, у2, ••• , Уп п~лу~ены о~тогональным преобра

зованием случайных величин х1, х21 ••• , Xn. Из курса линейной 
алгебры известно, что ортогональные преобразования сохраня
ют длины векторов, т. е. 

Поскольку случайные величины У1, У21 ••. , Уп являются линей
ными ~ом~инаци~ми нормально распределенных случайных ве-

личин Х1, х21 .• . , Xn, то Yi также распределены нормально, при
чем читатель может убедиться, что 

Еу1 =О; Dj, = а2 (i = 1, 2, ... , п) и Cov (у,, у1) --=О (i -4= j), 

т. е. случайные величины Yi независимы (см. гл. 111, § 6). 
Из представления статистики 52 получаем 

- - - -2 -(п-1) 5 2 = ~11 (х1 -т)" =~11 х; - пт2 • 
"""'=1 """1=1 

Но у11 = Vn·m, поэтому 
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Поделим теперь обе части уравнения на а2: 

(n-l)s = ~п-1 Yt -2 (-)2 
а• ~l=l а 

Случайные величины Yi/a (i= 1, 2, ... , п-1) имеют нормирован
ное нормальное распределение каждая, они независимы, поэто

му сумма их квадратов имеет распределение 'Х,2 с числом степе
ней свободы v=n-1. Итак, дока~ана следующая теорема. 

Теорема .V-2. Если х1, ••• , Xn - независимые нормально 
распределенные с:r~учайные величины с параметрами µ и а2 
каждая, то 

-2 
(n- i)s ~. 21 ) 

а2 Х 1" • 

где v=n-1. Докажем, наконец, еще одну очень важную тео
рему. 

Теорема V-3. Если х1 , ••• , Xn - независимые норма"1ьно рас
пределенные случа~ные величины с параметрами µ и cr2 каж-

дая, то статистики т и s2 независимы. 
Доказательство. Выше мы получили 

- 2 1 п-1 -2. - 1 -
S = --1 ~" Yt• т = ,r- Уп· 

п- -1=1 r п 

Случайные вею1чины у1, у2, ... , Yn независимы, откуда и сле

дует независимость статистик т и s2• 

В заключение параграфа укажем, что в био!dетрии в каче
стве показателя изменчивости часто вычис.11яют коэффициент 
вариации 

v = s/m. 
Удобство коэффициента вариации состоит в том, что эта ве.~1и
чина безразмерная. Таким образом, с его помощью возможно 
сравнение изменчивости признаков, значения которых измерены 

в разных единицах. 

§ З. ДОВЕРИТЕЛЬНЫИ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯµ 

НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

В § 1 была указана точечная оценка µ. Задачей этого па
раграфа является нахождение интервала (а 1 , а2), в пределах 
которого с доверительной вероятностью (1-а.) лежит значение 
параметра µ: 

Р{а1<µ<а2}= 1--'а.. 

По.11ностью определен закон распределения случайной ·вели
чины: 
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т...,.. µ ~N(O· 1). 
a/Vn ' 

Трудность, однако, заключается в том, что в Диологиtlеских 
.задачах практически никогда неизвестно значение параметра а2, 

его можно лишь оценить по выборке с помощью статистики s2. 
Другими словами, требуется найти закон распределения случай
ной величины 

m-p. 

;;уп 

Результат был указан в 1908 г. английским исследователем 
В. Госсетом, опубликовавшим свою работу за подписью Стью
дент (student-cтyдeнт), но строго был получен в 1925 г. Р. А. 
Фишером. Покажем, что эта случайная величина имеет t-рас
пределение Стьюдента, которое было определено ранее (см. гл. 
111, § 8). 

Так как 

m-µ -
.r- = и~N(О; 1), 

а/.- n 

а в предыдущем параграфе было показано, что 

-2 
(п - 1) s = -2 ~ 2 (v) 

а2 Х У. • 

где v = п- 1, причем эти две случайные величины незави:
симы, то 

и (m -µ) rп aVn=l 

V :i aVп-ls 
1... /v 

m-µ 
'SiVп =t--t(v),v=n-1. 

Перейдем к рассмотрению выражения 

{ m-JJo } Р· t1 < ~ < t 2 = 1 - а. 
s/Yn 

Какие дополнительные соображения необходимы для выбора t1 

и t2? Случайная величина х генеральной совокупности распреде
лена нормально, симметрично относительно µ. Также симметрич
но (относительно нуля) t-распределение. Исследуемая выборка 
случайна, т. е. равновозможны значения m<µ и m>µ. Поэтому 
представляется естественным строить симметричный относи
тельно µ доверительный интервал. 

Введем следующее обозначение, которым в дальнейшем бу
~ем часто польз~ваться: Ха есть значение случайной величины 

х, такое, что Р{х~ха}=а. В нашем случае верхней границей 
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искомого доверительного ~нтервала будет t"12 , _:. е. такое значе

ние случайной величины t при v=n-·I, что P{t~.t"12 }=а/2. То
гда симметрично расположенной нижней границей будет t 1_"12, 

т. е. такое значение случайной величины t при v=n-1, что 

P{t~t1-o.12}=1-а/2 (рис. 37). Так как !-распределение симмет-

f'(t) 

re/2 
t 

Рис. 37. К построению доверительного интервала для среднего значе
ния µ нормального распределения. 

рично относительно нуля, то очевидно, что t1-,,,12 =-t"12. По
этому приведенное выше неравенство мы запишем в виде 

1 ~ - ~ 1 < ta./2 • 
s/Vn 

Другими словами, найти границы доверительного интервала 
для µ означает найти пределы интегрирования плотности t-ра'С
пределения: 

f J ,,,,2 f (х) dx = 1 - сх. 
-ta./2 

Это можно сделать с помощью табл. 111 Приложения. 
Разрешая полученное неравенство относительно µ, имеем 

;;, _ ta.:2 • s / vп < 11 < т + t"12 . ; / vп. 

Для конкретной выборки объема п значения статистик т и s 
будут равны т и s, тогда доверительный интервал для µ с до
верительной вероятностью (1-а) вычисляется по формуле 

т - t",2 . s / vп < р. < т + ta.12 • s / vп. 
Поскольку при больших п (практически n>ЗО) t-распределение 
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хорошо аппроксимируется нормированным нормальным, то до

верительный интервал приобретает вид 

m - Ua12 • S / Vn < Р· < m + и~:2 · S / Vn, 
где иа.12 -такое значение с.пучайной величины u,...,N(O; 1), что -Р{и~иа12}=а./2, и оно в отличие от ta,2 не зависит от объема 
выборки (см. последнюю строку табл. 111 Приложения). Вели
чину 

s 
sm = Vn 

называют ошибкой среднего и, представляя результаты обработ
ки экспериментальных данных, часто пишут т±sт. Так, запись 
101,8±0,16 означает, что среднее m= 101,8, а ошибка среднего 
Sm=0,16. 

Пример V-1. У растений нового сорта тетраплоидной ржи 
измерена длина междоузлий (см): 7,2; 7,1; 7,0; 6,8; 6,6; 6,8; 7,2; 
7,1; 7,4; 7,0; 7,2; 7,3; 7,1; 7,1; 7,2; 7,3; 7,1; 7,0; 6,8. Требуется 
оценить среднее значение и изменчивость признака. 

Объем выборки n= 19. Выборочное среднее есть 

т = ...!_ ~~ х, = 119 (7,2+7,1 + ... + 6,8) = 7,068 = 7,07. 
п 1-1 • 

Необходимо сделать замечание о точности вычислений: сред
нее вычисляется с точностью, на порядок большей, чем точность 
измерений; среднее квадратичное отклонение- с точностью, на 
порядок большей, чем точность вычисления среднего. Напомним 
правило округления: если округляемая цифра <5, то она от
брасывается; если ~ 5, то в предыдущий разряд добавляется 
единица. Сумма квадратов отклонений 

~п (xi-m)2 =~n xi-_!_(~~ х;)2 ...:... 
..::;.Jl=l ..::;Jl=l п ..::;.J,_l 

1 
= 7,22 +1,1 2 + ... + 6,82 -19134,32 =0,741. 

Выборочная дисперсия· 

s2 =-1-1 ~~ (x1 -m)2 = 1
1
8 0,741 =0,041 

п- ..::;Jl=l 

и среднее квадратичное отклонение s=0,203. Коэффициент ва
риации v=s/m=0,203/7,07=0,029 очень мал, всего 2,9%. Ошиб
ка среднего sm=s/"fn 0,203/"f19=0,047. Таким _образом, имеем 
7,07±0,047. Построим теперь 95%-ный доверительный интервал 
для среднего значения. Так как v=n-1=18, то значение 
to,02s=2,10 (см. табл. 111 Приложения): 

7,07-2,10. 0,047 <µ<7,07 +2,10. 0,047, 
т. е. 6,97<µ<7,17. 
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§ 4. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЯ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ ДИСПЕРСИИ а2 
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Случайная величина (п-1) s2/a2 имеет распределение х2 с 
числом степеней свободы v= п-1 (см. § 2). Поэтому решение 
данной задачи оказывается простым. Необходимо найти гра
ницы (а 1 , а2 ) доверительного интервала для а2 из условия 

Р{а1 <(n-at')!2 <a2}=l-tx. 

Распределение х2 несим
метрично, поэтому границы 

доверительного интервала 

выбирают симметричными 
по вероятностям - площа

дям, отсекаемым на хвостах 

распределения (рис. 38). 
Имеем 

~ ~rx/2 
о 1 "t х 

Рис. 38. Границы доверительного 
интервала для а2 нормального 
распределения выбирают симмет
ричными по вероятностям, отсе

каемым на хвостах х2-распре-
депения. 

где Х~-а/2 и х~12 суть такие значения случайной величинl!I %2 при - ~ 

v=n-1, что Р{х2~Х~-~1~} =1-а./2; P{'f~x;,J=a./2 и Х~-а12 =f=. 
=#=х~12 • Разрешая неравенство относительно 0'2 и подставляя вме-

сто S2 значение выборочной дисперсии s2, получаем искомый до
верительный интервал: 

&2'1 9 s2v 
-2- < а- < -2-- · 

.. 'l.ai2 °'l.I-a/2 

Значения знаменателей находят из табл. V Приложения. 
Пример V-2. Пусть выборочная дисперсия нормально распре

деленной совокупности s2 =0,0349 при v=29. Требуется постро
ить 95 %-ный доверительный интервал для а2• 

По табл. V Приложения при v=29 находим х~.025=45,722 и 
x.J.975 =16,047, отсюда 

0.03~9-·29 < cr 2 < 0,0349-29 
4:!,1 16,0 

Итак, с доверительной вероятностью 0,95 значение дисперсии ге
неральной совокупности лежит в интервале 0,0221 <02 <0,0631. 

В случае больших выборок {п>ЗО) для нахождения довери
тельного интервала для параметра а2 нормального распределе-
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,ния можно использовать следующее выражение, которое мы 

приводим без вывода: 

52 [ 1-и";2 -v~ + 3~ (и;,2 -1)] < а2 < 52 [ 1 + и<Х/2 v~ + 
·2 + Зп (и;,2 -1 )], 

тде и"12 -такое значение u,...,N (О; 1), что P{~~U1112 }=а;/2 (см. 
·последнюю строку в табл. 111 Приложения). 

§ 5. ДОВЕРИТЕЛЬНЫА ИНТЕРВАЛ ДЛЯ ПАРАМЕТРА р 
БИНОМИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Ранее отмечалось, что биномиальное распределение может 
быть представлено через F-распределение (см. гл. 111, § 10). Это 
обстоятельство используется для нахождения доверительного 
интервала параметра р. Приведем без вывода точные формулы 
для нахождения верхней Рв и нижней р11 границ доверительного 
интервала. С доверительной вероятностью ( 1-а;) параметр р 
лежит в пределах Рн<Р<Рв: 

-где F а/2 - такое значение слу~йной величины F при v1 = 

=2(k+l), v2=2(n-k), что P{F~F112}=a;/'2; 

где Fa12 -значение F при v1=2(n-k+l), v2=2k, такое, что 

P{F~F"12 }=а./2. 
Пример V-3. При проверке некоторого лекарственного препа

рата на n= 17 обезьянах у k=З животных наблюдались побоч
ные эффекты. Указать 95%-ный доверительный интервал для 
доли животных, дающих побочные эффекты. 

Точечная оценка р равна h=k/n=3Jl7=0,176, или 17,6%. 
Д.1я нахождения верхней границы 95%-ного интервала берем из 
табл. IV, б Приложения Fo,025 (v1=8; v2=28) =2,69, тогда 

4-26,9 
Рв = 14 + 4·2,бУ = 0,435. 

Для нахождения нижней границы из той же таблицы получаем 
Fo,025 (v1=30; v2=6) =5,07, тогда 

3 
Рп = з + 15·5,07 = 0,038. 
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Таким образом, 95%-ный доверительный интервал оказывается 
очень широким - от 3,8 до 43,5%, что связано, конечно, с малым 
объемом выборки, обусловленным, по-видимому, дороговизной 
опытов на обезьянах. 

Для на.хождения доверительных интервалов параметра р в 
биологии" широко используется аппроксимация биномиального 
распреде.1ения нормальным. С доверительной вероятностью 
(1-а) 

h-:п-и~12. -v h(i-;;h) <p<h +2k+ и~;2. vh(l :h) • 

rде h=k/n (ер. гл. 111, § 5). Подчеркнем, что эта аппроксимация 
хороша лишь при довольно жестких требованиях: необходимо, 
чтобы nh ( 1-h) >25. Если, например, /i= 1-h=0,5, то необхо
димо n> 100, а для h=0,1 требуется n>277. 

Когда частоту h умножают на 100, выражая в процентах, 
то величину -Vh(I-h)/n· 100% называют ошибкой процента 
(аналогично ошибке среднего). Распространена также форма 

записи h ±-V h ( 1-h) / п, например 0,528±0,015. 
Пример V-4. Среди отловленных в природной популяции мух 

Drosophila melanogaster оказалось 539 самцов и 570 самок. Ка
кова частота встречаемости самцов в популяции? 

Общее число наблюдений n=539+570= 1109. Частота сам
цов h = 539/1109 = 0,486. Поскольку nh(l-h) = 207,5 > 25, воз
можна аппроксимация биномиального распределения нормаль-

ным: -Vh(l-h)/n=0,486 · 0,514/1109=0,015. ·Построим 95%-ный 
доверительный интервал для частоты самцов р в популяции: 
0,486-1,96·О,015<р<О,486+1,96 · 0,015. Таким образом, часто
та самцов в выборке составляет 48,6% и частота самцов в по
пуляции с вероятностью 0,95 лежит в· интервале от 45,7 до 
51,6 % . Аппроксимация нормальным распределением здесь очень 
хороша: нахождение точных границ дает 45,7и51,6%1 

§ 6. ДОВЕРИТЕЛЬНЫR ИНТЕРВАЛ ДЛЯ ПАРАМЕТРА l 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА 

Ранее отмечалось, что распределение Пуассона может быть 
представлено через распределение х2 (см. гл. 111, § 10). Это об
стоятельство используется для нахождения доверительного ин

тервала параметра А.. Приведем без вывода точные формулы 
д.1я нахождения границ доверительного интервала. С довери
тельной вероятностью (1-а) параметр А. лежит в пределах 
?-.п<Л<Лn: 

л -..!.. ·z2 
а - 2 ··а./2, 

где х;,2 - такое значение с.1учайной величины х2 при 

v=2(k+ 1), что Р{х2 ;;;;:о:х;12 }=а/2; 
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1 
л --х2 
t1- 2 1-а/2• 

где х1-а;2 - такое значение х2 при v=2k, что Р { x2~Xi-a12} = 
= 1-а./2. 

Пример V-5 (1(. А. Браунли [1977]). На самолете, покидаю
щем сборочный цех, не хватает одной заклепки (k= 1). Если 
предположить, что число недостающих заклепок на одном само

лете распределено по закону Пуассона, то 99%-ный довери
тельный интервал дJfя Л. (т. е. для среднего числа недостающих 
зак~епок на один самолет во всей партии самолетов) находим 
как 

Лв = ~ Х~.005 (v = 4) = 14,9/2 = 7,45; 

Ли= ~ Х~.995 (v = 2) = 0,010/2 = 0,005. 

Значения Х~.005 и Х~.995 берутся из табл. V Приложения. 
Для· нахождения доверительного интервала нередко пользу

ются аппроксимацией распределения Пуассона нормальным; с 
доверительной вероятностью (1-а.) 

1 v- 1 v-m - 2n - Ua/2 • ~ < Л < m + 2п + Ua/2 • : • 

Условие аппроксимации довольно жесткое: ~-~>~!>-
Пример V-6. Получено распределение островков Лангерган

са по отдельным квадратам ткани поджелудочной железы Ма
саса rhesus (таб.'1. 25). 

Таблиц а 25 

Распределение островков Ланrерrанса 
в поджелудочной железе макаки резус, n=900 

(к примеру V-6) 

ЧиСJJо островков 
Лаиrерrаиса ( х t) 

о 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

Число ква.аратов 
ткани (n1) 

327 
340 
160 
53 
16 
3 
1 

Предположив, что наблюдаемое распределение описывается 
распределением Пуассона, оценим параметр ~-

Найдем выборочное среднее: 

m= ~ ~:=1 x1n1=(0·327+1 ·340+ ... +6· 1)/900=904/900=1,ОО. 
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Так как mn=900>25, возможна аппроксимация нормальным 
распределением: 1/т/п 1/1,00/900=0,033 и 95%-ный довери
тельный интервал будет 1,00-1,96·О,033<А.<1,00+1,96 • 0,033, 
т. е. с вероятностью 0,95 параметр пуассоновского распределе
ния находится в пределах от 0,94 до 1,06. 

§ 7. ОЦЕНКА МЕДИАНЫ НЕИЗВЕСТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Несмотря на широкое распространение нормального распре
деления в биологии, все многообразие распределений призна
ков отнюдь не сводится к нему. Хотя и для ненормально ра~ 

пределенных признаков распределение выборочного среднего т 
нередко нормально, его дисперсия обычно неизвестна. Когда у 
исследователя есть сомнения в нормальности распределения ге

неральной совокупности, производят выборочную оценку дру
гого пара~тра положения - медианы ~ (см. гл. 111, § 1). 

Пусть х - непрерывная случайная величина с неизвестной 
плотностью распределения f (х) и ~ - медиана распределения. 
Значения независимых наблюдений х1 , х2, •• " Xn - случайная 
выборка из генеральной совокупности. Расположим все п зна
чений в порядке возрастания: 

Х(1) :;;;;; Х(2) < ... < Х(п), 
т. е. р а н жир уем их. В полученном ранжированном ряду 
новый индекс (в скобках) означает порядковый номер, т. е. 
ранг соответствующего .наблюдения. Исходя из определения :ме
дианы ~. естественно определить выборочную медиану Z как 

. 1 
значение наблюдения, имеющего средний ранг 2 (п+ 1). От-

сюда при нечетном п получим Z = Х(п ~ 1 ) , при четном п имеем 

Z=~ [х(~)+х(п~1)]· 
Таким образом, в качестве статистики для точечной оценки 

медианы ~ берется случайная величина 

Z= ;(n~I) ИЛИ Z=.~ l;-(~)+'Х(п;1)]. 

Можно получить распределение i, если известна плотность 
f (х). При n-+ оо это распределение аппроксимируется нормаль-

ным со средним значением ~ и дисперсией 0,25 · ~ [f(~) ]-2, где 
1 (t) - значение плотности 1?_,аспределения f (х) в точке ~· 

Отсюда следует, что если х-N (µ; о2), то асимптотически 
- '/t 
Z - N (µ; 2п о2). Таким образом, в случае нормального распреде-
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.JJения дисперсия выборочной медианы Z в n/2 раз больше дне--персии выборочного среднего т (см. § 2). Однако, как правило. 
если ; распределена ненормально, плотность f (х) в биологиче
ских исследованиях не известна. Поэтому для медианы ~ неиз
вестного распределения приходится строить непараметрический 
доверительный интервал. Перейдем к рассмотрению такой 
задачи. 

Поскольку медиана ~ делит площадь под кривой распреде
ления на две равные части, а выборка производится случайным 
образом, то вероятность получить выборочное значение, меньшее 
~. равна вероятности получить выборочное значение, большее 
~· Это соответствует· случайному извлечению шара из урны, со
держащей равное количество белых и черных шаров. Поэтому 
если объем выборки п известен, то число выборочных значений, 

меньших (больших) ~. является случайной величиной k, име
ющей биномиальное распределение с параметрами р = 0,5 и п. 
Последовательность рассуждений, приводящих к построению 
доверительного интервала для ~ с доверительной вероятностью 
( 1-а.), продемонстрируем для конкретного значения п. 

Пусть n=9. В табл. 26 указаны значения k, соответствую
щие всем возможным вариантам расположения выборочных на

Т а блиц а 2б 

К нахождению доверительноrо интервала д.яя медианы нензвестноrо 
распределения при объеме выборки ti=9 

Число k 
выборочных Расположение выборочных значеннl\ р {k=k} значений, относ:нтельно С 
меньших С 

о С < x(I) < . . . < х(9) 0,002 

1 x(l) < С < х(2) < ... < х<9> 0,018 

2 x(t) < х<2> <С< х(З) < ... < х<9> 0,070 

3 хщ < х(2) < х(З) < С < х<4> < ... < х(9) 0,164 

4 х(1) < ... < х<•> <С< х(Б) ~ ••• < х<9> 0,246 

5 x(l) < ... < x(S) < ~ < х(б) < ... < х(9) 0,246· 

6 x(I) < ... < х(б) < С < хт < х(В> < x(9J 0,164 

7 x(I) < ... < х(7) < ~ < x(S) < х(9) 0,070 

8 x(I) < ... < x(S) < С < х(9 ) 0,018 

9 x(l) < ... < х\9) < ~ О,СО2 

блюдений относительно медианы и вероятности таких событий. 
Выберем доверительную вероятность (1-а.) =0,95. Исходя И3 
симметрии биномиального распределения при р=О,5, будем 
строить симметричный доверительный интервал, «отсекая:. от 
концов распределения по а./2=0,025. Начнем с отыскания ниж-
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ней границы доверительного интервала. Вероятность того, что 
ни одно из выборочных значений не попало левее ~. т. е. k=O, 
очень мала: О,002<а./2; это означает, что по крайней мере пер
вое значение в ранжированном ряду может быть взято в каче
стве нижней границы медианы. Вероятность того, что ни одного 
наблюдения не попало или одно попало левее ~. т. е. k~ 1, так
же мала: (О,002+0,018) <а./2; это означает, что по крайней мере 
второе значение в ранжированном ряду может быть взято в ка
честве нижней границы медианы. Однако уже следующнй шаг 
k~2 дает (0,002+0,018+0,070) >а./2. Поэтому в качестве ниж
ней границы 95%-ного доверительного интервала для ~ прини
маем значение наблюдения, номер (ранг) которого равен двум: 
х<2>- Проводя подобные рассуждения, найдем и верхнюю грани
цу: Х(S)-

Читатель может убедиться, что доверительный интервал при 
(1-а.) =0,99 равен x(I)<~ <х<9>, а вопрос о величине доверитель
ного интервала при (1-а.) =0,999 для выборки объема n=9 
смысла l-1e имеет. 

При решении биометрических задач нет необходимости вы-· 
полнять к~ждый раз такого рода достаточно трудоемкие по
строения. В табл. VII Приложения приведены объемы выборокr 
для которых при заданной доверительной вероятности (1-а.) 
указаны номера. (b=k+ 1) ранжированных наблюдений, явля
ющихся нижними границами доверительного интервала для ~-
Ноиер наблюдения, являющегося верхней границей, по симмет
рии равен (n-b+l). При больших п (в·т.абл. VII при n>75) 
применяют аппроксимацию биномиального распределения нор
мальным: 

где и11.12, как и раньше, та~ое значение нормированной нормаль

ной случайной величины u,..,,N (О; 1), что Р{и~иа12}=а./2. 
Пример V-7 (Дж. Вайнберг, Дж. Шумекер, 1979 г.). Опре

деляли. вреия прохождения лабиринта крысами, n= 17. Полу
чены следующие (уже упорядоченные) значения (с): 12, 13, 13, 
14, 14, 15, 15, 16, 16, 16, 17, 17, 18, 18, 19, 19, 20. Оценим медиану 
неизвестного распределения. 

Средний ранг (n+l)/2=(17+1)/2=9, следовательно, точеч
ная оценка медианы есть Z=x<9>='16. Найдем 95%-ный довери
тельный интервал для ~: из табл. VII Приложения находим 
Ь=5, т. е. нижняя граница есть х<5>=14; соответственно п-Ь+ 
+1=13, т. е. верхняя граница есть Хоз>=18. Итак, 14<~<18 с 
доверительной вероятностью 1-а. = 0,95. 
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Задачи 

V-1. Найдите оценку максимального правдоподобия параметра р бино
миального распределения. 

V-2. Найдите оценку максимального правдоподобия параметра Л в рас
пределении Пуассона. 

V-3. Найдите оценки максимального правдоподобия параметров р1 , 
Р2, ••• , р l-l полиномиального распределения. 

V-4. Покажите, что оценка максимального правдоподобия дисперсии 

нормального распределения s~ является смещенной. Покажите, что несме
щенной оценкой является статистика 

- 1 ~п (- -)2 
S~= --1 ""-l·-1 X1-m • п- ,_ 

V-5. Укажите границы доверительного интервала, если выбрана .в:оверк-
тельная вероятность, равная единице. 

V-6. Проведите статистический анализ примера IV-1. 
V-7. Проведите статистический анализ пр11мера IV-5. 
V-8. Проведите статистический анализ примера IV-7. 
V-9. На 1800 обследованных зарегистрировано 72 больных диабетом. 

Оцените процент заболеваемости диабетом в данном районе. 
V-10. На чашке Петри выросли 42 колонии. Предполагая, что это един

ственная реализация пуассоновской случайной величины, оцените параметр Л. 
V-11. Постройте доверительный интервал для среднего квадратичного 

отклонения а нормального распределения. 

V-12. На практике встречаются ситуации, когда вместо параметра р 
биномиального распределения требуется оценить математическое ож11дание 

пр биномиальной случайной величины х. Постройте соответствующий дове-
рительный интервал. . 

V-13. Постройте доверительный интервал для величины пЛ. где п
объем выборки из распределения Пуассона, а Л - его параметр. 



ГЛАВА VI 

СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВУХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

В этой главе будут рассмотрены задачи, сводящиеся к срав
нению параметро·в двух распределений. Речь идет, как прави
ло, о сравнении выборочных оценок, поскольку в биологии мы 
обычно не можем выдвинуть содержательной гипотезы о зна
чении параметров генеральной совокупности µ, а2, Л., р. Исклю
чение составляют задачи анализа расщеплений в генетике, где 
гипотетические значения параметров биномиального или полино
миального распределений задаются правилами Г. Менделя (см. 
гл. VII). 

§ 1. СРАВНЕНИЕ ДИСПЕРСИЯ а~ И а~ ДВУХ 
НЕЗАВИСИМЫХ НОРМАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

..... 
Пусть х1 и х2 - независимые нормально распределенные слу

чайные величины; О'~ и (J~ - соответственно их дисперсии. Пусть 
si и s~ - выборочные дисперсии. Требуется проверить нулевую 

гипотезу о равенстве дисперсий Н0 : О'~=О'~ =0'2. Покажем, что 

если Н0 верна, то случайная величина 7;;~ имеет F-распределе
ние с числом степеней свободы для числителя v1=n1-l и для 
знаменателя v2=n2-l. 

Действительно, согласно гл. V, § 2 

(п - 1) s2 -
\1 = п - 1 и 2 i = х_2 

1 1 а·' 2• 

причем эти случайные величины независимы. Отсюда следует, 
что 

Взяв отношение случайных величин 7i и~~, убеждаемся сог.11ас
но § 9 гл. III, что это отношешrе имеет F-распреде.'!епrrс: 
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Знание закона распределения отношения siJs~ (когда crf =cr~) 
позволяет построить F-критерий (критерий Фишера) для про
верки нулевой гипотезы Н0 : cr{ =cr~ по выборочному значению 
Fэнcп=sif s~. * 

Пусть верна нулевая гипотеза cr~ =cr~. Тогда случайная - - -
величина F=sif s~ с вероятностью ( 1-а) принимает зна-

чение в интервале [ F1-a,2 (v1, v2), F а;2 (v1, v2)], где F1_ci12 (v1, v2) 

и Fa12 (v1, v2) суть такие значения случайной вел~чины F при 

Рис. 39. Двусторонний F-критерий. 
Сумма заштриховаввых п.поща.цеl 

равна ci. 

V1 И V2, ЧТО P{F :;;э,. F 1-•/2 {v1, 

v2)) = 1 -а./2 и P{F :;;э,. F ci12(v1, 
v2)} = а,/2, причем F 1 -а/2 (v1, 
v2) < 1, а F аи (v1, v2) > l (рис. 
39). Мы проводим конкретный 
эксперимент: извлекаем две 

независимые выборочные дис
персии si , s~ и их отношение 

Fэ"сп=s~ /s1. Число Fэнсп есть 
единичная реализация случай-

ной величины F с параметрами v1, v2. Если оказалось, что 
F1-a12 (v1, v2) <Fэксп<1Ра12 (v1, v2), то на уровне значимости а 
нулевая гипотеза принимается. Если же Fэнсп~Р1-а12 (v1, \12) 
или Fэнсп;::::F а12 (v1, v2), то на уровне значимости а нулевая ги
потеза отвергается, и мы говорим, что cri*·cr~. Покажем, одна
ко, что в действительности нет необходимости сравнивать число 
f:жсп с двумя табличными значениями: F 1-а12 (v1, \'2) и 
F.;2 (v1, v2). 

Выше (§ 7 гл. 111) отмечалось, что если p,...,f(,•1, У2), то 

1/F,....., F (v2, v1). Следовательно, имеем 

1X/2=P\F < F1-щ2 ('11, '12)} =Р \1/F> 1/F1-a;2 ('11, '12)]. 

С другой стороны, по указанному свойству 

Р \ 1 /F > Fa"2 ('1;, '11)] = а./2. 

Сопоставляя два последних выражения, получим 

1/Ft-a/2('1, 'l2)=Fa,2(v2, '11). 

* Для значений статистик, вычисленных по выборочным (эксперимен
тальным) данным, мы всегда будем использовать индекс «эксп». 
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Отметим, что и Fa.12 (v1, v2), и F«12 (v2, v1) больше единицы. Из 
полученного следует, что двойное неравенство 

F1-a./2 ('11, "2) < Fзксп < Fa/2 (v1, У:.1) 

равносильно одновременному выполнению двух неравенств: 

Fаксп < F«12(v1, У2) И 1/Fзксп < f-"',,.12(v2, У1). 

Условимся всегда брать в числителе· большую из сравни
ваемых дисперсий; допустим, что s~ > s~. Тогда Paн.cn=sifs'P> 1 и 
второе из указанных неравенств автоматически выполняется. 

Следовательно, для проверки нулевой гипотезы достаточно ис
пqльзовать первое из неравенств и потому иметь таблицы F-рас
пределения только для значений FfJКcп. больших единицы (см. 
табл. IV Приложения). 

Таким образом, процедура проверки гипотезы о равенстве 
двух дисперсий сводится к следующему. По выборочным дис
персиям вычисляется величина Fэксп=s {/s{, причем в качестве 
s~ всегда берется большая дисперсия, а в качестве s~ - мень
шая. Вычисленное значение Fэксп сравнивается с табличным 
F(l.12 (v1, v2). На уровне значимости сх нулевая гипотеза прини
мается, если Fэи,сп<F. 12 (v1, v2); нулевая гипотеза отвергается, 
еС.'lИ Fэксп~F а/2 (v1, v2). 

Пример Vl-1 [Урбах, 1975]. Два сорта пшеницы имеют поч
ти одинаковую среднюю урожайность за 9 лет: m1=20,4 ц/га и 
т2 =20,3 ц/га, но один из них как будто более подвержен влия
нию изменений погодных условий: s~ = 16,9; s ~ =4;92. Требу
ется проверить гипотезу Н0 : а~ =а~. 

Выберем уровень значимости сх=О,05. Вычислим Fэк;сn= 
=sUs~ = 16,9/4,92=3,44; v1 =v2=8. Обратимся к табл. IV, б 
Приложения, где приведены критические значения F0,o2s (v1, v2); 
имеем Fo,02s(8,8) =4,43. Поскольку Fэксп меньше табличного, раз
личие дисперсий статистически незначимо, и нулевая гипотеза 
не отвергается. Таким образом_, имеющиеся данные не свиде
тельствуют о том, что урожайность первого сорта пшеницы бо
лее изменчива от года к году. 

§ 2. СРАВНЕНИЕ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИИ 1&1 И 1i2 ДВУХ 
НЕЗАВИСИМЫХ НОРМАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

Пусть х1 и х2 - независимые нормально распределенные 
случайные величины; µ 1 и µ2 -их средние значения, а а~ и al -
,соответственно дисперсии; m1 и m2 - выборочные средние. Тре· 
буется проверить нулевую гипотезу о равенстве средних Н0: 
µ1=µ2=~t. . 

Рассмотрим случай, когда ai"=aj =с;2, т. е. когда s~ и s~ 
яваяются ·выборочными оценками одной и той же величины о2• 
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Определим средневзвешенную ~обобщенную) оценку диспер
сии а2 следующим образом: 

-2 -2 
'l1S1 +'l2S2 

s2=-----
'l1 + '12 

где v1=n1-l; v2=n2-l. Покажем, что если Н0 верна, то в пред
по__:~ожении равенства дисперсий случайная величина (in1-7ii2)/ 

/ (sf'l/n1 + l/n2) имеет /-распределение с v=n1 +п2-2 степеня
ми свободы. 

Действительно, ;1 и -;n2 имеют нормальное распределение с 
дисперсиями ai /п1 и aUn2 соответственно. Если а~ =о-~= 02 и 
в~на ...... нулевая гипотеза Н0 : µ1 = µ2= µ, то случайная величина 

(т1-т2) имеет нормальное распределение с нулевым матема
тическим ожиданием 

и дисперсией 

-- ,._ -- -... 2 2 
D (т1 - т2) = Dт1 + Dm2 = а1/п 1 + а2/п2 = а2 (1/п1 + 1/n2). 

Следовательно, нормированная случайная величина 

;_ = (т1 - ~) - Е (;;;1 - ;;;2) = ;;;. - ;2 ~ N (О; 1 ). 
V D (;1 _ ;;;2) а yl/n1+f/n2 

-2 -2 
Далее, v1 s1/a2 ~ х.2 (v1) и '11 2 s2/a2 ~ х.2 (v2). Поскольку выборки 

- -2 -2 
независимы, новая случайная величина vs2/a2 = '111S1/a2 + '112s2/a2 
в силу аддитивности хн-квадрата также имеет х.2-распреде-

ление: 'llS2/a2 ~x_2 (v), '11=v1 +v2 =п1 +п2 -2(см. гл. 111, § 7). 
Окончательно имеем 

т1-т2 :!....=_l!__=t~t(v). 
а Vt/n1 + f/n2 а v--x.2/'I 

Знание закона распределения величины (;;.1-""2)/ 
/(;fl/n1 +1/п2) позволяет построить t-критерий (критерий Стью
дента) для проверки нулевой гипотезы Н0: µ1=µ2. При спра-

ведливости нулевой гипотезы /,...,t(v). ё вероятностью (1-а) 
случайная величина t' принимает значение в интервале 
[-ta12 (v), ta12 (v)], где, как обычно, ta12(v) есть такое значе-

ние случайной величины i; что P{i~ta12 (v)}=P{t~-ta12 (v)}= 
, = а/2 (см. рис. 37). Мы проводим конкретный эксперимент: из
влекаем две выборки, вычисляем выборочные средние и диспер
~ии и затем величину 

132 



t т1 -m2 
9КСП = -:"7:;:===;:=::-

8 V 1/n1 + 1jn2 

Число iэн.сп есть единичная реализация случайной величины 

t. Если оказывается, что -ta12 (v) <tэ11сп<tа12 (v) или 1 fэнспl < 
<ta.12 (v), то на уровне значимости а нулевая гипотеза принима
ется. Если же tвнсп~-tа.12 (v) или t311cп;;зt:;ta12 (v), иными слова.; 
ми, если ltвнcпl;;зt:;t"12 (v), то на уровне значимости а нулевая 
rипотеза отклоняется, и мы говорим, что µ 1::;6µ2• 

Процедура проверки гипотезы о равенстве двух средних зна
чений сводится к следующему. Выборочные дисперсии si и s~ 
сrавниваются с помощью критерия F. Если гипотеза Н0: 
а1 =а~ принимается, то по выборочным дисперсиям вычисля
ется выборочное значение 

А (n1 -1)s~+(n2 -1)s~ 
SQ - --------==---

- п1 + п2 -2 

По выборочным средним вычисляется значение ltвн.спl = 
=lm1-m2l/s"}'l/n1+l/n2, которое сравнивается с t"12 (v=n1+. 
.+n2-2). 

Пример Vl-2. В табл. 27 приведены результаты эксперимен-· 

Таблица 27 

Время наступления паралича (мин) у комнатной мухи 
воздействии двумя дозами яда (к примеру Vl-2) 

при 

Доза А Доза Б 

Xtl 1 
Yн=lg xli X2l 

1 
Y2i=lg x2i 

3 0,48 2 0,30 
5 0,70 5 070 
5 0,70 5 0,70 
7 0,85 7 0,85 
9 0,95 8 0,90 
9 0,95 9 0,95 

10 1,00 1-1 1,15 
12 1,08 18 1,26 
20 1,30 24 1,38 
24 1,38 26 1,42 
24 1,38 26 1,42 
34 1,53 34 1,53 
43 1,63 37 1,57 
46 1,66 42 1,62 
58 1,76 90 1,95 

140 2,15 

та по действию яда в двух дозах (А и Б) на комнатную муху. 
Определялось время реакции: сколько минут проходит от мо
мента соприкосновения мухи с ядом до момента наступления 
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паралича (муха падает). Является ли наблюдаемое различие во 
времени реакции статистически значимым? 

Обширные материалы по такого рода признакам показывают, 
что время реакции не имеет нормального распределения. Одна
ко нормальное распределение можно получить, взяв логарифм 
времени реакции: y=lg х. Поэтому будем работать с этим но
вым признаком. Имеем n1=16; n2= 15. Выборочные средние 
т1 =1,219 и m2= 1,180. Необходимо сравнить их на 5%-ном 
уровне значимости. Выборочные дисперсии si =0,2074 и 
si=0,1928 не различаются: Fэксп= l,08<Fo,02s(l5,14) =2,95. По
этому вычисляем общую по эксперименту выборочную диспер
сию s2= [ (16-1) · 0,2074+ (15-1) · 0,1928)/(16+ 15-2) =0,2004. 
Вычисляем 1tэкспl=11,219-1,1801/(0,2004fl/16+1/15) =0,24. 

По табл. 111 Приложения находим, что эта величина много 
меньше t0,025 (v=29) =2,05. Таким образом, нулевая гипотеза не 
отвергается: различия между эффектами доз А и Б статистиче
ски незначимы. 

Особо следует рассмотреть случай неравных дисперсий. Если 

f-критерий выявил, что аiФа:, то величина vs2/o'l уже не имеет 
х2-распределения. Однако специальное исследование показало, 
что случайная величина 

V ';ifn1 + ;~/n2 
аппроксимируется t-распределением, но с числом степеней сво
боды v, которое находят из соотношения 

1 С2 (1- С)2 

-;- = -:;; + V2 ' 

где 

т. е. v лежит между меньшим из двух чисел v1 =n1-l 1:1 
v2=n2-l и их суммой v1 +v2=n1 +n2+2. 

Пример Vl-3. В двух популяциях нивяника обыкновенного 
измерялась высота растений в сантиметрах. Получены следую
щие результаты: Популяция 1: 48, 45, 50, 44, 42, 46, 49, 45, 41, 
47, 44, 39, 41, 48, 52, 45, 46, 49. Популяция 11: 38, 50, 35, 33, 45, 
31, 54, 39, 39, 43, 47, 40, 35, 42, 45, 38, 35, 39. Значимы ли раз
личия между популяциями? 

Объемы выборок n1=n2=l8. Выборочные средние m1=45,6 
и m2=40,4. Выборочные дисперсии si = 11,90 и s~ =36,50. Вы
числяем Fд!<сп=36,50/11,90=3,07. Табл. IV Приложения не со
держит ,-1=,•2 =17. Ближайшее значение Fo,02s(l5, 16)=2,79. 
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Ясно, что тем более Fэксп>Fо,02s(17,17), т. е. нулевая гипотеза о 
равенстве дисперсий отвергается на 5%-ном уровне значимости. 
Поэтому нельзя вычислять общую для обеих выборок диспер
сию. 

Находим 

1 145,б - 40,41 
ltзкcn = =3,17. 

l f l 1,90 ::!б,50 
у --тr+--ш-

Вычисляем число степеней свободы: С=О,66/(0,66+2,03) = 
1 0,2452 U,7592 

=0,245; -; = - 17- + --тr=О,0374. Отсюда v=26,7. Табл. 111 
Приложения не содержит значений ta.12 для v=27. Однако 
1 tэнспl >to,oos(26) =2,78, поэтому нулевая гипотеза о равенстве 
средних отвергается на 1 %-ном уровне значимости. 

Таким образом, популяции различаются и по средней высоте 
растений, и по изменчивости этого признака. 

§ 3. СРАВНЕНИЕ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЯ ДВУХ ЗАВИСИМЫХ 
НОРМАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ (ПАРНЫЕ НАБЛЮДЕНИЯ) 

В биологии довольно часто встречаются ситуации, когда вы
борки зависимы. Например, испытания двух лекарственных пре
паратов могут проводиться таким образом, что каждый препа
рат испытывается на одном: и том же животном. При этом, 
естественно, должны приниматься меры предосторожности, что

бы действия препаратов не перекрывались. Учитывая индиви
дуальность реакции разных особей, такой способ сравнения 
препаратов должен оказаться и более эффективным, поскольку 
нас интересует не сравнение реакции разных особей, а срав
нение эффективности препаратов. 

Пусть распределение признака в одном варианте опыта за-

дается случайной величиной х1 , а в другом - х~ ~озь~ем слу-
чайную величину, являющуюся их разностью: d=x1-x2, и бу

дем полагать, что d рас~ред!лен! нормально. Из генеральной 

совокупности разностей di=X!i-X2i произведем выборку объе
ма п независимых пар наблюдений (х11-Х21), (х12-Х22), ... , 
... , (x1n-X2n). Если согласно нулевой гипотезе, требующей про-

верки, средние значения µ 1 и µ2 не различаются, то d,..,,, N (О; cr~). 
где значение cr~ неизвестно, но можно получить лишь ее вы

борочное значение s~. Проведем рассуждения, аналогичные рас

суждениям предыдущего параграфа. В качестве статистики для 
оценки разности средних (µ 1-µ2 ) возьмем 

- 1 " -
md = n ~i=l d;. 



Очевидно, если справедлива нулевая гипотеза, то 

~ 2 ) 
md ~ N(O; ad/"' 

и, следовательно, 

Поскольку 

то 

- md = ;;;d . !.!!.. = t~t(v), v=n-1. 
sdlyli. ad/Vn . ad 

Таким образом, мы приходим к следующей процедуре срав
нения парных наблюдений, которая иногда называется парным 
t-критерием. 

Таблица 28 
Содержание крахмаJJа (yCJJ. ед.) в картофеле 

(к nрнмеру Vl-4) 

Содержание крахмала 

Номер клубня Разность 
(f) метоп 1 метоп 11 (d1=Х11-Х2д 

(Xli) (Х2д 

t 21,7 21,5 0,2 
2 18,7 18,7 0,0 
3 18,3 18,3 о.о 
4 17,5 17,4 0,1 
5 18,5 18,3 0,2 
6 15,б 15,4 0,2 
7 17,0 16,,7 0,3 
g 16,б 16,9 -0,3 
9 14,0 13,9 0,1 

10 17,2 17,0 0,2 -
11 21,7 21,4 0,3 
12 18,6 18,6 о.о 
13 17,9 18,0 -0,1 
14 17,7 17,6 0,1 
15 18,3 18,5 -0,2 
16 16,6 16,5 0,1 

По выборочным данным вычисляем разности d1 =Хн - Х2Е, 

среднюю разность md = ~ ~;=1 d1 (с учетом знаковd11), выбороч-
2 1 ~п t ную дисперсию sd = п _ 1 k.Ji=t (d1 - т)2 и, наконец, зксп = 
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Пример VI-4 [Хальд, 1956]. Сравнивались два метода опре
деления крахмала в картофеле (табл. 28). Были взяты 16 
клубней с изменяющимся в широких пределах содержанием 
крахмала и к каждому клубню применялись оба метода. Есть 
ли статистические различия между методами? 

Естественно, при сравнении методов не должны учитываться 
различия в содержании крахмала в разных клубнях. Поэтому 
рассмотрим разности di=X!i-X2i. Средняя разность md=0,075. 

s~ =0,0287 при v= 15 и tэп.сп= o~i~;~4 = 1,78, ~о табл. 111 
Приложения t0,o25 (15) =2;13. Таким образом, нет оснований от
клонять нулевую гипотезу об одинаковой чувствительности обо
их методов на уровне значимости а=О,05. 

§ 4. СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ Р1 И Р2 ДВУХ 
БИНОМИАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Необходимо сравнить выборочные параметры h1 =k1/n 1 и 
h2=kJn2, т. е. проверить Но: р 1 =р2=р. В предположении пра
вильности нулевой гипотезы объединим данные обеих выборок: 
k1+k2==k и п1 +n2=n и вычислим h=k/n. Здесь оказывается 
эффективной аппроксимация биномиального распределения нор
мальным 

1,.., ,.., 1 1 
h1 -h2 -2п 

и = -~::::;:::======-- ---- N (О; 1 ). V h (1 - h') (l/n1+1/п2) 

Формула применима при условии, что nih~5 и ni(l-h) ~5, 
i= 1,2. Это позволяет, вычисляя Uэп.сп. построить критерий значи
мости, основанный на нормальном распределении, который мы 
будем для простоты называть и-критерием. Если \иэн;сп\ <и11д 
то нулевая гипотеза принимается; если \ иэнсп \ ~и а12 - отверга
ется на уровне значимости а. 

Пример VI-5. Решим задачу, сформулированную в примере 
IV-12 (см. табл. 9). Находим h1=69/276=0,250, h2=185/395= 
=0,468 и (в предположении Н0: р 1 =р2) h=254/671=0,379. По
скольку n1h= 104,6; п1 (1-h)=171,4; n2h= 149,7; n2 (1-h) = 
=245,3,- все больше 5, то возможно использование и-крите
рия: Uэксп= -0,218/0,0380= -5,73. Поправка на дискретность 
1 / (2 • 671) = 0,00075 ничтожна и ею можно пренебречь. Посколь
ку \Uвксп\ >ио,оооs=3,27, то порода Ван-Скоя более устойчива к 
заболеванию на 0,1 %-пом уровне значимости. 

Пример Vl-6 [Бейли, 1962]. В табл. 29 приведены резуль
таты лечения редкого заболевания двумя разными методами. 
Что можно сказать об относительной эффективности этих ме
тодов? 

Условия аппроксимации биномиального распределения нор-

137 



Таблица 29 
Результаты лечения редкого заболевания двумя методами 

(к примеру Vl-6) 

Число больных 

Метод 

1 

не имевших Итого 
выэ1оровевших улучшения 

А 4 1 5 
Б о 4 4 

Итог о 
. 

4 
1 

5 
1 

9 

ма.чьным здесь не выполняются, поэтому приходится прибегать 
к другому способу статистического анализа - точному крите-

т 6 "0 рию Фишера. Рассмотрим таб· 
а лиц а <> лицу 2 Х 2 в общем виде (табл. 

1( построению точного критерия 30) и проследим, как прихо-
Фишера 

а 

с 

а+с 

ь 
d 

а+Ь 
c+d 

п 

дит к соответствующему крите· 

рию сам Р. А. Фишер: 
«Пусть р есть вероятность 

какого-либо события, тогда ве· 
роятность того, что оно про· 

изойдет а раз в (а+Ь) незави· 
симых испытаниях, определяется биномиальной формулой 

(а+ b)I а ь 
а! Ы Р q' 

где q= 1-р. Вероятность того, что в (c+d) испытаниях оно 
произойдет с раз, есть 

(с+ d)I ре qd 
cl dl • 

Следовательно, вероятность наблюдать в таблице 2Х2 числен· 
ности а, Ь, с и d равна произведению 

(а + b)I (с + d)I а+с ь+d 
al Ы cl dl Р q 

и в общем случае она должна быть неизвестной, если неизве
стно р. Однако неизвестный множитель, содержащий р и q, бу· 
дет одним и тем же для всех таблиц, имеющих одинаковые 
маргинальные численности а+с, b+d, а+Ь, c+d. Так что ве
роятность любого из возможных наборов наблюдений, имеющих 
одинаковые маргинальные численности, оказывается пропорци
ональной величине 

а! Ы с! d!' 
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каким бы ни было значение р, или, другими словами, для лю
бых совокупностей, в которых четыре численности находятся в 
пропорциональном отношении. 

Тогда можно найти, что сумма величин 1/(а ! Ь ! с! d !) для 
всех выборок, имеющих одинаковые маргинальные численности, 
равна 

п! 

(а+ Ь)! (с+ d)! (а+ с)! (Ь + dJI ' 

где n=a+b+c+d. Таким образом, для данных маргинальных 
численностей вероятность любого набJ1юдаемого набора входя
щих значений равна 

(а+ Ь)! (с+ d)! (а+ с)! (Ь + d)! 1 
nl • а! Ы cl dl • 

[Фишер, 1958]. 
Вернемся теперь к примеру VI-6. В соответствии с прове

денными рассуждениями в табл. 31 приведены все возможные 
варианты таблиц 2Х2 при постоянстве сумм по строкам и столб
цам, соответствующие им вероятности, а в последней строке -
также соответствующие им разности эффективности методов ле
чения А и Б. 

Таблица 31 

К построению точноrо критерия Фишера (данные табл. 29) 

Варианты 

1 

4 1 1 

1 

3 1 2 2 1 3 

1 
1 1 4 

1 

о 1 5 
та6.11иц 2Х2 отг 

_1_1_3_ 212 ЗТ1 4ТО 

5 40 60 20 1 
Вероятность 126 126 126 126 126 

А-Б, % 1 +во +зs -10 -55 -100 

Вероятность получить наблюдаемый результат случайно (при 
равной эффективности методов А и Б) равна, таким образом, 
5/126=3,97%. Поскольку ранее не было оговорено, что метод 
А не может быть хуже Б, то мы должны учесть и вероятность 
еще большего отклонения, пусть оно и имеет другой знак: 
1/126=0,79%. Таким образом, вероятность получить случайно 
наблюдаемое или еще большее отклонение от нулевой гипотезы 
равна 6/126=4,76%. Другими словами, лекарство А более эф
фективно на 5%-ном уровне значимости. 
. На практике нет необходимости проводить подобные вычис
ления, достаточно обратиться к табл. VI Приложения. Находим 
в первом столбце структуру, отвечающую нашему эксперименту: 
ар ~ w· двигаясь по этой строке, видим, что .Р{а;;;;э:4}~0,05, как и 

в результате прямых вычисJ1ений. Если бы в нашем эксперимен-
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те было а=В, это означало бы Р{а;;;э,8}~0,01. В сл~чае а=З 

имели бы Р{а;;;э:З}>О,05, т. е. нулевая гипотеза должна была 
бы быть принята. 

§ 5. СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ l 1 И l~ ДВУХ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА 

Пусть х1 и х2 имеют распределение Пуассона с параметра
ми Л 1 и Л2 • По двум независимым выборкам объема п1 и п2 по
лучаем оценки параметров Лi: т 1 и т2• При довольно мягких 
для экспериментатора условиях, а именно т1 +т2;;;э,5, возмож
на следующая аппроксимация распределения Пуассона нормаль
ным: 

~ т1 - т2 N (О 1 ) U=,..,, ~ ,........... ; • 
т1/п1 + m2/n2 

Это позволяет проверить Н0: Л1 =Л2 • Подобно предыдущему па
раграфу получаем критерий, основанный на нормальном распре
делении: если 1 иэнспl <иа.12 , то нулевая гипотеза принимается; 
если 1 иэнспl ;;;э=иа.12 , то нулевая гипотеза отвергается на уровне 
значимости а. 

Пример Vl-7. Решим задачу, сформулированную в примере 
IV-13. 

Имеем n1=n2=l; m1=42, m2=71. Условие m1+m.2;;p:5 вы-

полняется. Поэтому lизнспl.=142-711/}"42+71=2,73. Так как 
1 изнспl >ио,ооs=2,58, то Но: Л1 =Л2 отвергается на 1 %-ном уров
не значимости. 

§ 6. О СРАВНЕНИИ ПАРАМЕТРОВ НЕИЗВЕСТНЫХ 
РАСПРЕДЕЛ ЕНИR 

Если распределение изучаемого признака ненормально ил.и 
неизвестно, то для сравнения параметров предпочтительно при

менение непараметрических критериев, свободных от предполо
жения о виде распределения. 

Среди множества непараметрических критерИ:ев предпочте
ние отдается тем, эффективность которых в случае выборок из 
нормального распределения сравнима с эффективностью пара
метрических критериев типа t-критерия для сравнения средних 
или F-критерия для сравнения дисперсий и остается высокой в 
случае выборок из ненормальных распределений. Под эффек
тивностью критерия подразумевается его чувствительность к от

клонениям от проверяемой нулевой гипотезы. 
1( 'сожалению, существующие непараметрические критерии 

для сравнения параметров рассеяния значительно уступают в 

эффективности F-критерию. Поэтому мы рассмотрим лишь два 
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критерия для сравнения параметров положения, которые по 

своей эффективности способны конкурироват:ь с t-критерием: 
критерий Вилкоксона-Манна-Уитни для случая двух незави
симых выборок и парный критерий Вилкоксона для случая 
парных наблюдений. 

§ 7. СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПОЛОЖЕНИЯ ДВУХ НЕИЗВЕСТНЫХ 
НЕЗАВИСИМЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Пусть (х11, ... , Х111,) и (х21 •... , Х211,) - две независимые вы

борки объема п 1 и п2 соответственно и случайные величины ;,i 
и x2i имеют непрерывные функции распределения F1 (х) и F2 (х). 
С помощью критерия Вилкоксона-Манна-Уитни можно про
верить гипотезу Н 0: т1 =т2, где т1 и т2 - некие параметры поло
жения сравниваемых распределений, не обязательно задаваемые 
в явном виде. При этом генеральные совокупности, которым 
принадлежат выборки, не обязательно должны характеризовать
ся одинаковыми параметрами рассеяния б 1 и б2 (рис. 40, а). В ка-

1, 

Рис. 40. К каким отклонениям от гипотезы Но: 't'1 = 't'2 чувствителен кр11-
терий Вилкоксона - Манна - Уитни? 

а - функции распределения Р, (х) и Р2(Х) имеют равные параметры попоже
нкя '•='•=~ , но разпичные параметры рассеяния о, ~о, ; гипотеза Но при
нимается; 6 - Р 1 (х) стохастически бопьше 1'0 (х), соответственно '•>'" гипо
теза Н0 отвергается; в - параметры попожения раэпичаются: '•>'•• однако 

Р 2 (х) стохастически ие отпичается от Р1 (х), и критерий Випкоксона - Манна -
Уитни может не отвергнуть Но. 

честве альтернативы подразумевается Н1: т1=#='Т2, и если, напри
мер, т2>т1 , то говорят, что F 1(x) стохастически больше 
F2 (x) (рис. 40, 6). Именно к таким альтернативам, когда для 
большинства значений х F 1(i)>F2(x) или F1(x)< 
<F2 (x), чувствителен описываемый критерий. Критерий этот, 
однако, оказывается малочувствительным к альтернативам ти

па изображенной на рис. 40, в, когда одна из функций распре
деления попеременно то больше, то меньше другой. 

Обратимся к статистике t-критерия (см. § 2). В ней в каче
стве естественной меры различия двух параметров положения 
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-µ 1 и µ2 используется разность выборочных средних (m1-m2). 

Заметим, что эту разность можно представить в виде 

-., - 1 ~п, - ] ~n· - 1 ~n, ~п• - -
т1 - m2= - Хн - - ~. x 2i = -- (х11 - x 2i), 

n1 1-1 n2 -;=1 n1 n2 i=l '/=1 

т. е. разност~ дв~х средних равна среднему всех п1п2 возможных 

разностей (xli-x2;). Это наводит на мысль построить меру раз
личия двух параметров положения 't'J и 't'2, которая не будет за
висеть ~ в~а сравниваемых распределений, если вместо раз-

ностей (x1i-X2;) использовать их знаки. Для нахождения знаков 
разностей удобно использовать прямоугольную м ат р и ц у 
сравнений, в клетках которой отмечаются знаки (sign) со
ответствующих разностей (табл. 32). 

Таблица 32 
Матрица сравиеииА к построению критерия Вилкоксона-Маииа-Уитии 

~ х., х" X2n.1 
i 

Хн slgn (хн - Х21 ) sign {х11 - х22) slgn (х11 - х2111 ) 

- - slgn (х12 - ~22) - -
XJ2 slgn {х12 - Х21) slgn (х1 ~ - х2111 ) 

- -slgn (х1111 - х21) sign (х1 п, - Х22) 

- -
Положительным разностям (x1i-x2;) >0 припишем знак«+», - -

отрицательным (x!i-X2;) <0- знак «-». Введем две стати-- . 

стики: U+- число всех положительных разностей, т. е. число -знаков «+» в матрице, и U- -число всех отрицательных раз-
ностей, т. е. число знаков «-» в той же матрице. Соотношение 
этих статистик оказывается достаточно эффективной мерой·раз
личия параметров положения 't'i и 't'2 двух независимых совокуп

ностей. Действительно, если 't'i='t'2='t' (см. рис. 40,а), то 

U+=U-, т. е. должно быть поровну положительных и ~три~

тельных разностей. Если же 't'2 >'t'1 (см. рис. 40,б), то U+<U-, 
т. е. число отрицательных разностей будет больше, чем положи
тельных. Таким образом, мы сводим задачу сравнения парамет
ров положения двух непрерывных распределений~ сра!нению 

двух· выборочн~ дискре~ых случайных величин u.+ и и-. 
Статистика U.+ (или U-) называется статистикой Манн.а-
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Уитни, а соответствующий критерий - критерием Вилкоксона
Манна-Уитни. Ф. Вилкоксон в 1945 г. одним из первых разра
ботал этот критерий, основанный на замене выборочных значе
ний их рангами. Вслед за ни1::. в ·1947 г. Х. Б. Манн и Д. Р. Уит-

ни предложили статистику U+ и показали, что она идентична 
(с точностью до константы) ранговой статистике Вилкоксона. 
Статистика Манна-Уитни есть мера различия таких парамет
ров положения 't'J и 't'2, разность которых Л='t'1-'t'2 оценивается - -статистикой Л=mеd(хн-х2;), являющейся медианой всех n1n2 

разностей (x1i-X2;). 
Пример Vl-8 (Н. Б. Петров, 1972 г.). Нуклеотидный со-

став ДНI( может быть использован в качестве таксономиче
ского признака. Сравним, например, содержание ГЦ-пар ну
клеотидов в ДНI( беспозвоночных двух родов: Cancer и Dro
sophila (табл. 33). 

Таблица 33 

СоАерж.ание ГЦ-пар нук.пеотидов в ДНК беспозвоночных (к примеру Vl-8) 

Ви.11.ы poJ1a Cani:er 
хн. 

Виды pOJI& Drosophlla 
X2j, 

MOJI. " MOJI. " 
С. antennaris 38,4 D. viгilis 40,0 
С. borealls 40,2 D. melanogaster 41,2 
С. gracllls 38,4 D. simulans 42,5 
С. irroratus 40,0 D. funebris 38,5 
С. maglster 39,4 
С. productus 39,0 
С. oregonensls 40,5 
С. pagurus 38,0 

Составим матрицу сравнений (табл. 34). Можно видеть, что 
на практике встречаются нулевые разности: (хн-х2;) =0. В та
ких случаях говорят, что имеет место совпадение, т. е. Хн=Х2;. 

Таблица 34 

Матрица сравнениА для данных примера Vl-8 

~1 40,0 41,2 41,5 88,5 
l 

38,4 
40,2 + + 
38,4 
40,0 ± + 
39,4 + 
89,0 + 
40,5 + + 
38,О 
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Нулевые разности будем обозначать зн~ком «±». Искомое вы

борочное значение Vtcп статистики U+ находим суммирова
нием количества знаков « + » и половины количества знаков 

« ± »: 

И :Ксп = n ( +} + ~ n ( ±) = 7 + 0,5 = 7 ,5. 

-Соответственно выборочное значение V;сп статистики U- есть 

сумма количества знаков «-» и половины количества знаков 
«±»: 

и;;;сп=n(--)+; п(±)=24+0,5=24,5. 

Очевидно, что для данных объемов выборок п 1 и n2 имеет ме

сто соотношение И"tксп + И ;сп= n 1 n 2 = 32. 
Матрица сравнений может принимать различные «значения»: 

от матрицы с одними плюсами (когда все X!i больше всех х2;) 
до матрицы с одними минусами (когда все xi'i меньше всех х2;). 
Общее число всех возможных конфигураций такой матрицы 
есть (п 1 +п2)1 / п1 \п2 1, т. е. равно общему числу всех возможных 
сочетаний из п1 значений хн и п2 значений х2;. Как видим, си
туация равносильна подсчету числа всех возможных способов 
извлечения (без возвращения) п 1 шаров из урны, содержащей 
N=n1+n2 шаров. 

Если обе сравниваемые совокупности имеют одно и то же 
распределение, то все возможные конфигурации матрицы срав
нения будут равновероятны, и вероятность любой из них равна 
n,!n2!/(n1 +п2)!. Другими словами, если имеет мес~ равен~во 

параметров положения ,;1 =,;2, то для статистики Vt (или U-) 
можно получить распределение вероятностей, которое зависит 
только от п 1 и п2 • Для конкретного рассматриваемого нами слу
чая (п1 =8, n2='4) вид этого распределения представлен на 
рис. 41. Здес~на левой оси ординат отложены значения ai, т. е. 

сколько раз CJ,+ принимает значения Vt, а на правой оси орди-
нат отложены соответствующие им вероятности Pt ( u+) = 
_ а1 (n1 .i. n2)! al (8 + 4)1 ai 
- n1f n2f = 81 41 = 495 • На оси абсцисс указаны зна-

чения Vt. 
Можно видеть, что случайная величина U+ пробегает зна

чения от О до n1n2 =32; ее распределение симметрично относи
тельно среднего значения п1п2/2= 16, которое при Но, очевид-

но, равно математическому ожиданию случайных величин U+ -и и-: 
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Заштрихованные области («хвосты» распределения) соответ· 
ствуют вероятностямР{U+:::;;;;j-)=0,024 и P{U+~28}=0,024. Сле
довательно, при п1 =8 и n2 =4 значения V+=4 и U-=28 явля
ются критическими для уровня значимости а.=2 · 0,024:::::0,05. 

JO 

5,0 

20 4,0 

15 J,O 

Рис. 41. Распределение статистики U Манна -Уитни при 
n1 = 8 и n2 = 4. 

Д.пя наг.пядностн дискретные значения представ.пены в виде еди
ничных отрезков на оси абсцисс. Сумма заштрихованных п.пощадеil 

есть " = 0,048 "'О,05. 

В силу того, что для фиксированных объемов выборок n1 и 
п2 между значениями И~сп и U;сп имеет место однозначное 
соответствие, для построения критерия достаточно использовать 
любое одно из них; договорились брать меньшее,, т. е. И эксп= 
=min (U:;,сп• И;.сп)· Поэтому таблицы критических значений 
(табл. VIII Приложения) содержат лишь значения И а12 (п 1, п2), 
соответствующие ле!Зому хвосту распределения статистики Ман-

на-Уитни, такие, что P{V:::;;;; Иа:2 (п 1 , п2)}=а./2.* Таким образом, 

• Заметим, что эти таблицы отличаются от таблиц распределений t, F 
и •у.,2, в которых значения х1112 соответствуют лnавому хвосту распределения, 

т. е. Р{х:;;..х1112}=а/2 (см.§ !, 2 и гл. V, § 3-6). 
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ес.1и И эксп~ Иа.12 (п1, n2), то гипотезу Н0 отвергают при уровне 
значимости а;; если Иэксп>И"12 (п1, п2), гипотезу Н0 принимают. 

В нашем примере И8ксп=7,5 больше табличного значения 
U0,025 (4,8) =4, и поэтому имеющийся экспериментальный мате
риал не дает оснований сомневаться в справедливости гипотезы 
об отсутствии различий в нуклеотидном составе ДНК двух ро
дов беспозвоночных на уровне значимости а.=0,05. 

Распределение на рис. 41 напоминает нормал~ное и отража-
-ет реальное свойство распределения статистики U стремиться к 
нормальному. Это означает, что нет надобности в обширных 
таблицах и для больших объемов выборок (на практике уже для 
n1~n2~8) можно использовать нормальную аппроксимацию - -U-EU 

и= _ --N(O; 1), 
Vnu 

где 

Если имеют место совпадения, то статистика U перестает быть 
свободной от распределения (она становится зависимой от не
известного распределения совпадающих значений), и критерий 
становится прибл~женным. При этом изменяется (уменьшает-

ся) дисперсия DU, выражение для которой r~риобретает вид 

DU- 1 ( + + 1) п, 112 ~g J . 
-12 n1 n2 n1 n2 - 12 (n; + n2) (n1 + n2 -1) ""-1=1 (С; - '1), 

где g - число групп совпадений и Ci - число совпадающих зна
чений в i-й группе. Совпадениями являются только те случаи, 
когда совпадающие значения принадлежат разным выборкам, 

~ X2j\ 
хн~ 

2 
9 
9 

2 

± 
+ 
+ 

4 

+ + 

4 

+ 
+ 

9 

± 
± 

а группу образуют одинаковые 
по величине совпадающие зна

чения. Например, в матрице 
число групп совпадений g=2, 
а именно группа «двоек», в ко

торой число совпадающих зна• 
чений с1 =2, и группа «девя
ток», в которой с2=3; «четвер-
ки» не являются совпадениями. 

Таким образом, при досtаточно больших объемах выборок 
п1 и n2 гипотеза Н0 : -r1 =-r2 о равенстве параметров положения 
двух неизвестных распределений становится равносилыюй гшю-- - -тезе Н0 : U,..., N (EU, DU), которую можно проверить с помощью 
и-критерия. Для этого надо вычислить значение 

1 1- 1 и9КСП - ElJ \ 
Uзксп - l/ _ 

~ DU 
и сравнить его с табличным значением Ua.i2· 
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§ 8. СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПОЛОЖЕНИЯ ДВУХ 
НЕИЗВЕСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В СЛУЧАЕ 

ПАРНЫХ НАБЛЮДЕНИЯ 

Числитель статистики парного t-критерия для сравнения пар

ных наблюдений ;;;d = _.:.._ ~п J'i (см. § 3) можно привести к сле-
п "'"8i=l . 

дующему виду: 

2;;td= п (п2+ 1) ')~п "\"'~ (d1+d1), i <j, 
-1=1 АО.11-1 

1 
т. е. удвоенное среднее равно среднему всех :,i п(п+ 1) возмож-

- -
ных сумм (di+dJ), i~j. !]оско~ьку величины di являются раз· 
ностями парных величин xli и x2i и могут принимать как поло· 

жительные, так и отрицательные значения, суммы (di+d;) так· 
же могут быть положительными или отрицательными. Если те-

перь вместо су~м (di+dJ) использоват~ их знаки, 2'о ;,_исло по
ложительных W;+- или отрицательнык W- сумм (di+dJ), i~j, 
может служить статистикой непараметрического критерия для 
сравнения парных наблюдений, носящего название парного tf-ри
терия Вилкоксона. 

Для нахождения сумм (di+dJ), i~j, удобно использовать 
т р е угол ь ну ю матрицу сравнений, в клетках которой отме-

чают знаки соответствующих сумм: sign (di+d;), i~ (табл. 

35). Естественно приписать положительным суммам (di+dJ) >0 

Таблиц а 35 
Матрица сравнений к построению парного критерия Вилкоксона 

- -_di slgn (d1 + 41) 

slgn (dп + d;) slgn (dп + d11) 

знак«+~ а отрицательным (di+d;)<О-знак «-».Тогда ста· 

т~стика W+ есть чисJю плюсов в такой матрице, а статистика 

w- - чис.JJ:о минусов. Их соотношение может служить критери· 
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ем при сравнении параметров полож~ия ~рных наблюдений 

't'i и 't2. Действительно, если 't1 ='t2, то W+= w-, т. е. число плю
сов и минусов должно быть одинаковым. Если же, например, 

't'1>'t2, то w+«w-, т. е. минусов будет больше, чем плюсов. -Статистика парного критерия Вилкоксона W+ есть мера разли-
чия таких параметров положения совокупности парных наблю
дений 'ti и 't2, разность которых Л оценивается статистикой 
~ 1 - - 1 
Л=med( Т (di+d;) ], i~j, являющейся медианой всех 2п(п+ 1) 

1 - -
полусумм 2 (di+dj). Соответственно парный критерий Вилкок-

сона проверяет нулевую гипотезу о ра_венстве нулю этой ме
дианы. 

Пример Vl-9 (Ю. Н. Стройков и др., 1981 г.). У 14 крыс 
замеряли суммарно-пороговый показатель, т. е. значения напря
жения электрического тока в вольтах, при котором вызывается 

суД.орожное сокращение мышц. В табл. 36 приведены получен
ные значения показателя до (xii) и после (x2i) ингаляции ме
тилового эфира нитроуксусной кислоты. 

Из табл. 36 видно, что на практике возможны нулевые раз
ности di=O. Для рассматриваемого парного критерия они не не-

Та блиц а 36 

Значение суммарно-пороrовоrо показателя (В) у крыс до и 
после воздействия метиловым эфиром нитроуксусной кислоты 

(к примеру Vl-9) 

Номер 
животного ( 1) хн х21 di 

1 5,2 6,5 -1,3 
2 5,8 5,1 +0,7 
з 5,7 5,5 +0.2 
4 4,0 4,4 -0,4 
5 5,3 6,0 -0,7 
6 4,8 5,3 -0,5 
7 4,5 5,5 -1,0 
8 4,7 5,5 -0,8 
9 6,0 6,6 -0,6 

10 4,8 6,0 -1,2 
11 4,0 4,0 о.о 
12 5,1 5,1 0,0 
13 4,5 4,5· о.о 
14 4,0 4,0 о.о 

сут никакой информации и их просто отбрасывают. При этом 
изменяется только объем выборки, который в данном случае 
становится фактически равным N =n-п(О) = 10, где п(О) - ко
личество нулевых разностей. 
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Составим матрицу сравнений (табл. 37). В случаях, когда 
имеют место с о впадения, т. е. когда di=-d;, получаю.
щимся нулевым суммам (di+d;=O) будем приписывать ·знак 

-1,3 
+0,7 
+0,2 
-0,4 
-0,7 
-0,5 
-1,0 
-0,8 
-0,6 
-1,2 

Матрица сравнений для данных примера Vf-g 

+ 
+ 
+ 
+ + 
+ 

+ 

Таблиц а 37 

Xl-1.3 +0.7 +0.2 -0.4 -0.7 -0.5 -1.О -0.8 -0.6 -1.2 

«±»,тогда искомое выборочное значение W~сп статистики w+ 
есть сумма количества знаков «+» и половины количества зна
ков«±»: W:Нcn =n( +) + n(+)l/2=6+0,5=6,5, соответственно 
W~n =n(-) +п(+) 1/2=48+0,5=48,5. Очевидно, что для 
данного объема выборки N имеет место соотношение 

W~cn + W ~сп = + N (N + 1) = 55. Поэтому для построения 
критерия используют меньшее из этих значений, т. е. Wэксп = 
=min(W:Кcn , 'W;cn ) ~6,5. 

Чтобы оценить значимость полученного резул~тата Wэr<cn = 
=6,5, нужно знать распределение статистики W. Это распре
деление моделируется извлечением N шаров из урны, содержа
щей равное число шаров двух типов, помеченных, например, зна
ками « + » и «-». Количество, матриц только с плюсами равно 
N! NI 

N! 01 , с одним минусом (N _ 1)! 11 и т. д., всего возможно 

N! NI NI N N 
NloГ+(N-1)111 +. ··+01 N!=(l+l) =2 

вариантов матриц (в примере Vl-9 это 210= 1024). Если спра
ведлива нулевая гипотеза, то все возможные конфигурации 
матрицы равновероятны и вероятность любой из них равна 
(l/2lN· Следовательно, можно получить распределение статисти-
ки W, которое зависит только от N=n-n(O). Для нашего при
мера (N = 1 О) это распределение показано на рис. ~2. Заштри-
хованные области соответствуют вероятностям P{W:s:;;;8}=0,024 
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и Р{W;;э:47}=0,024. Это означает, что при N= 10 значения 
W=47 и W=8 являются критическими для уровня значимости 
а.= 2. 0,024 ~ 0,05. 

Для статистики W парного критерия Вилкоксона имеются 

p;,(w),% t;,O 

3,0 

25'-

.20~ ~.?,а 
1 1 1 

1 11 ! 11 
1 

, 1 

11 

P{WЗ141}=0,D24 

15'-

10'- - 1,0 

' 

Рис. 42. Распределение статистики W парного критерия Ви.пкоксона прв 
N= 10. 

Д.nя наг.пядностн дискретные значения представ.пены в виде единичных отрезков на 
оси абсцисс. Сумма заштрихованных п.пощадеА есть а = 0,048 "' 0,05. 
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таблицы критических значений W ai2 (N), таких, что P{W:::;;; 
:::;;;Wa12 (N)}=a./2 (табл. IX Приложения). Как обычно, исполь
а.ование таблиц сводится к тому, что найденное по выборке 
значение Wэксп сравнивается с табличным W а'2 (N). Если 
Wаксп:::;;;W"12 (N), гипотезу Н0 отвергают на уровне значимости 
а.; в противном случае ее принимают. 

В данном примере Wзксп=6,5<Wо,025(10) =8, и мы склоня
емся к выводу, что влияние примененного воздействия на нерв
ную деятельность крыс статистически значи~о при а.=0,05. 

Вернемся к рис. 42. Можно видеть, что W принимает значе
,1 

ния от О до 2 N (N + 1) = 55, ее распределение симметрично отно-
1 

сительно среднего значения 4 N(N+1 ).=27,5, которое при Но, 

оче~дно, равно математическому ожиданию случайной величи

ны W: 

Ее дисперсия есть 
,.;._, 1 

DW= 24 N(N + 1) (2N + 1). 

При наличии совпадений критерий становится приближен
ным и выражение для дисперсии принимает вид 

- 1 1 ~g 
DW= 24 N(N + 1) (2N + 1)- 48 ~1= 1 (с~-с;), 

где g-число групп совпадений, а Сi-число совпадающих зна
чений в i-й группе. Совпадениями являются только те случаи, 
когда di=-dj, т. е. когда разности одинаковы по абсолютной 
величине, но противоположны по знаку. 

При больших N (практически при N~25) величина 

W-EW 
U=--==-

Ynw 
имеет приблизительно нормальное распределение N (О; 1). 

Таким образом, при достаточно большом объеме выборки 
гипотеза Н0 : т1 =т2 о равенстве параметров положения для пар
ных наблюдений из неизвестной генеральной совокупности ста-- - -новится равносильной гипотезе Н0 : W -N(EW, DW), которую 
можно проверить с помощью и-критерия. Для этого надо вычис
лить значение 

1 1 _ 1 Waкcn - EW 1 
Uaкcn - ,~ 

YDW 

и сравнить его с критическим значением Ua/2. 
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3 а,1. а ч и 

Vl-1 [Тьюки, 1981]. В 1942 г. Дж. Билл сосчитал число особей насеко
мого Phlegethontius quinquemaculata на делянку после применения различ
ных способов борьбы с ним. Результаты для двух способов выглядят так: 

способ 1: О, 1, 7, 2, 3, 1, 2, 1, 3, О, 1, 4; 
способ II: 3, 5, 3, 5, 3, 6, 1, 1, 3, 2, 6, 4. 

Число особей на делянку имеет распределение Пуассона, какое преобразо
вание данных следует применить (см. гл. VIII, § 6)? Какой из способов 
борьбы с насекомым более эффективен? Примените критерий Стьюдента и 
критерий Вилкоксона - Манна - Уитни и сравните полученные выводы. 

VI-2 [Снедекор, 1961]. Фермер тратил на удобрение поля А по однему 
фунту стерлингов на акр, а поля Б - по два фунта. Чистый доход на акр 

в течение 5 лет с этих полей (не 
Таблиц а 38 учитывая стоимости удобрений) при

веден в табл. 38. Имеет ли смысл 
Чистый доход на акр в течение 5 .11ет продолжать применять усиленнее 

(к задаче Vl-2) удобрение? 

Го.1. 

1 
2 
з 
4 
5 

А 

17,0 
14,0 
21,0 
18,5 
22,0 

Поле 

Б 

18,0 
16,5 
24,0 
19,О 
25,0 

VI-3. Как вы будете обеспечи
вать простой случайный выбор (про
водить рандомизацию) в примере 
VI-6? 

Vl-4 [Ван дер Варден, 1960). 
С 1946 по 1951 г. в медицинской 
клинике Цюрихского университета 
для лечения последствий тромбоза
образования сгустков крови в крове
носных сосудах - 252 раза применя
лись антикоагулянты. Из 252 паци-
ентов умерли 14. С 1937 по 1945 r. 

антикоагулянты вообще не применялись. Оказалось, что из 205 пациентов, 
лечение антикоагулянтами которым было бы не противопоказано, умерли 
74. Можно ли благотворность действия антикоагулянтов считать статисти
чески значимой? 

VI-5. Проведите статистический анализ данных из примера IV-8. 
VI-6. Проведите статистический анализ данных из примера IV-11. 
VI-7 (Н. В. Железнова, 1980 г.). Для производства вирусных вакцин 

необходимо подавить инфекционную активность вирусных частиц, не измеиив 
их иммунологических свойств. Орудием для такого «нежного убийства:. 
является ультрафиолетовое излучение. С эт.Jй целью изучена фоточувстви
тельность двух штаммов вируса гриппа и получены следующие данные 

(см/1015 квант): 
штамм «Техас-77» (12 опытов): 0,23, 0,27, 0,28, 0,28, 0,29, 0,29, 0,30, 

0,31, 0,31, 0,32, 0,33, 0,34; 
штамм «СССР-77» (5 опытов): 0,34, 0,36, 0,42, 0,43, 0,50. 
Различаются ли штаммы по чувствительности к УФ-свету? 
VI-8 (А. П. Пуговкин, 1982 г.). Изучали регуляцию тонуса кровеносных 

сосудов. Для этого подопытное животное (кошку) подключали к системе 
искусственного кровообращения, замеряли артериальное давление (милли
метры ртутного столба) - хн, затем прерывали и вновь возобновляли кро
воток, повторно замеряя давление - х2 1 (табл. 39). Можно ли говорить 
о восстановлении артериального давления? 

Vl-9 [Фишер, 1958; Крамер, 1975). В табл. 40 приведены данные, заим
ствованные из классической работы Стьюдента 1908 г. о t-распределении. 
По этим данным требуется проверить, существует ли значимая разница 
между действием двух снотворных средств А и В, если предположить, что 
разность между дополнительными часами сна, вызванными действием этих 
двух средств, распределена нормально. 

Vl-10. Используя известное соответствие между t-распределением и F-
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Таб.11ица 39 

Артериальное давление у кошки (к задаче Vl-8) 

Номер 1 
Животного (t) 11 

Номер 1 
животного(/) 

1 
2 
3 
4 
5 
б 
7 
8 
9 

80 85 10 90 
00 77 11 90 
90 95 12 90 
90 70 13 80 
90 80 14 80 

100 85 15 90 
70 75 16 00 
70 70 17 90 
70 70 18 90 

Таблица 40 

Дополнительные часы сна у десяти пациентов, вызванные 
действием двух снотворных средств А и В (к задаче Vl-9) 

Пациент (i) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

1 Сре1.ство А (х11) 1 Средство В (х21) 1 

1,9 0,7 
0,8 -1,6 
1,1 -0,2 
0,1 -1,2 

-0,1 -0,1 
4,4 3,4 
5,5 3,7 
1,6 0,8 
4,6 о.о 
3,4 2,0 

Разность 

(d1=X11-X2;) 

1,2 
2.4 
1.3 
1,3 
о.о 
1,0 
1,8 
0,8 
4,6 
1,4 

85 
85 
88 
70 
65 
90 
92 

110 
110 

распределением (см. § 10 гл. 111), постройте статистику F-крнтерия дл11 
сравн~ния средних значений µ 1 и µ2 двух нормальных распределений, когда 

~=а2. 
VI-11 [Большев, Смирнов, 1982]. В группе из 25 человек 20 человек бы

ли подвергнуты действию противогриппозной сыворотки, и в течение шести 
месяцев из них лишь 6 человек заболели гриппом. Остальные пятеро от вак
цинации отказались, и среди них наблюдались четыре случая заболевания· 
гриппом. Убеждают ли эти результаты в благотворном действии испытывае
мой сыворотки? Удовлетворительна ли такая постановка эксперимента? 



ГЛАВА VII 

СРАВНЕНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

В этой г"1аве мы рассмотрим снача.'lа задачу проверки согла
сия эмпирического распреде.11ения с полностью определенным ги

потетическим. Данная задача, встречающаяся при анализе рас
щеплений в генетике, позволяет аккуратно ввести критерий х2• Да
лее обсуждаются задачи проверки согласия эмпирического рас
пределения с гипотетическим дискретным, параметры которого 

оцениваются по выборке, и сравнения нескольких выборочных 
дискретных распределений. Эти задачи также сводятся к приме
нению критерия х2 • Затем обсу:Ждается задача согласия эмпи
рического распределения с гипотетическим непрерывным нор

ма.11ьным распределением. В этом случае мы предпочитаем ис
пользовать негруппированные данные и применять непарамет

рический критерий l(олмогорова. 

§ 1. СОГЛАСИЕ ВЫБОРОЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С ПОЛНОСТЬЮ ОПРЕДЕЛЕННЫМ ДИСКРЕТНЫМ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 

Пример Vll-1 (Г. Мендель, 1865 г.). При скрещивании двух 
чистых линий гороха, одна из которых имеет желтые семена с 
:морщинистой поверхностью, а другая- зеленые с гладкой по
верхностью, в первом поколении получены растения, все горо

шины на которых были желтыми и гладкими. Во втором поколе
нии, полученном в результате самоопыления, обнаружено рас
щепление: 315 горошин были желтыми гладкими, 101 -желтой 
морщинистой, 108- зелеными гладкими и 32- зелеными мор
щинистыми. Общее число независимых наблюдений равно 
315+ ... +32=556. 

Формулируется простейшая гипотеза: различия между ис
ходными линиями определяются двумя генами, которые комби
нируются не з а в и с и м о. Один ген, определяющий различия 
по окраске семян, имеет доминантную аллель, обусловливаю
щую <1icll&11y1e окраску, и рецессивную аллель, обусловливающую 
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з~~Щi окраску. Другой ген, определяющий различия по фор
ме семян, имеет доминантную аллель, обусловливающую глад
кую форму, и рецессивную аллель, обусловливающую морщи
нистую форму. 

Если эта гипотеза верна, то во втором поколении гороши
ны желтые гладкие должны появляться с вероятностью 9/16, 
желтые морщинистые и зеленые гладкие - соответственно с ве

роятностями 3/16 и 3/16 и, наконец, зеленые морщинистые- с 
вероятностью 1/16. Это позволяет вычислить ожидаемые чис
ленности всех классов семян. 

Таким образом, в эксперименте получены эмпирические чис
ленности классов 315: 101: 108: 32; на основании законов Мен
деля найдены гипотетические (ожидаемые) численности 
312,75: 104,25: 104,25: 34,75. Требуется проверить согласие эм
пирических соотношений с гипотетическими. Заметим, что мен
делевская гипотеза приводит к полностью определенному рас

пределению. В самом деле, проведено n=556 независимых испы
таний, каждое из которых имеет четыре несовместных исхода с 
постоянными от испытания к испытанию вероятностями р1 =9/16, 
Р2=Рз=3/16, р4= 1/16, причем Р1+Р2+Рз+р4=1, т. е. мы име
ем полиномиальное распределение (9/16+3/16+3/116+ l/16) 5ii6• 

Сформулируем теперь этот тип задачи в общем виде. 

Пусть результатом некоторого испытания может быть один 
из 1 различных попарно несовместных исходов А 1 , А 2, ... , А1, 
1·ак что событие U ~=1Ai ~сть достоверное событие. Вероятность 
исхода Ai обозначим через Pi и будем считать ее известной. 
Производится п независимых испытаний, в k 1 из них мы на
б.;.юдаем событие А 1, в k2-A 2 и т. д. Общее число всех испыта-

1 
ний n=:E1=1ki. Исходя из гипотезы, что вероятность каждого со-
бытия Ai есть Pi, можно вычислить, сколько раз в п испытаниях 
ожидается каждый исход эксперимента: пр1, пр21 ••• , np1. Необ
ходимо проверить согласие ожидаемых (гипотетических) числен
ностей классов npi с наблюдаемыми численностями ki. 

Для того чтобы решить эту задачу, нужно предложить мер у 
р а схож де ни я между гипотетическими и эмп!!рическими 

данными. Представляете~ естественным рассмотреть отклонения 
наблюдаемых численностей от ожидаемых суммарно по всем 

классам А 1 , А2, ... , А1. Однако ~:=1 (ki-npi) =0. По аналогии 
с выборочной дисперсией можно попытаться рассмотреть сум-

му квадратов отклонений ~~=1 (ki-nPi) 2• Но эта величина, оче
видно, будет зависеть и от числа классов l, и от объема выборки 
п. Поэтому должны быть введены некоторые коэффициенты 

(нормирующие множители): ~:=iCi(ki-nPi) 2 • Что выбрать в ка
честве ci? 1(. Пирсон предложил брать Ci= 1/npi. Тогда мера 
расхождения между гипотетическими и эмпирическими данны

ми (и;:ш мер а с огласи я между ними) принимает вид 
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~i (k1-np1P 
_../=1 np1 

«Хорошая» эта мера или «плохая»? Ответ зависит от того, 
удастся ли найти распределение предложенной статистики и 
на его основе построить критерий значимости. Попытаемся это 
сделать. 

Для упрощения задачи будем рассматривать частный случай 
поJJиноминального испытания - биномиальное, в котором воз

можны лишь два несовместных исхода А 1 и А2=А 1 . Вероят
ность Р{А1} исхода А1 обозначим Р1, Р{А2}=р2, так что Р1 +Р2= 
= 1. Производится п независимых испытаний, в каждом из ко
торых Pi=const, i= 1, 2, причем в k 1 испытаниях происходит 
событие А 1 , в k2 испытаниях-событие А2 и k1+k2=n. 

Тогда предJJоженная мера согласия принимает вид 

(k1 - np1)2 (k2 - np2)2 ""--'--''-"'- + . 
пр1 np2 

Отклонения (k1-np1) и (k2-np2) линейно связаны: 

(k1-nP1) + (k2-nP2) = (k1 +k2)-n(p1 +Р2) =0 
и 

Тогда 

(k1 - пр1 ) 2 + (k2 - пр2р (k )2 ( 1 + 1 ) -'--=---=-="""= ~-пр, - - = np1 пр2 пр1 пр2 

_ (k _ )2 (р~ + Р1) __ (k1 - np1 )! 
- 1 пр, np1P2 - np1 (1 -Р1) • 

Уменьшив числитель по абсолютной величине на 0,5 (поправка 

на дискретность) и рассматривая k1 как случайную величину. 
распределенную биномиально, получим случайную величину 

- 1 k1 - np1 1- О,.'5 
и = -'-:Y:7=nP=1=:(;:l =-=P=1~I - ' 

которая, согласно результату, приведенному в гл. 111, § 5, при 
n-+ оо будет иметь нормированное нормальное распределение 
N (О; 1). Тогда по определению (гл. 111, § 7) случайная вели
чина 

(\k1-n('Pl11-0),5)~ = ~2 (l'k1-np;l-o.s)2 .._,X2(v}, v=l. 
np1 -р1 ~1-1; npi · · 

Этот результат можно обобщит!. на полиномиальное распре
деление, при этом поправка на дискретность (0,5) не использу
ется. Совокупность l откло\!:ений 
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k~ - пр2 
-у~-п=р=2==(1==-==Р==2):- ' ••• ' Ynpz(t -pi) 

можно представитr. в виде (l-1) независимой случайной вели

чины 'Щ~N (О; 1). Тогда 

v=l-1. 

Поскольку закон распределения статистики, предложенной 
К. Пирсоном, установлен, можно построить критерий значимо
сти '1.2 (критерий Пирсона). Сформулируем нулевую гипотезу 
Н0: имеет место согласие между гипотетическим и эмпириче
ским распределениями; альтернатива Н1 заключается в том, что 
эмпирическое распределение не описывается гипотетическим. 

При правильности нулевой гипотезы значения х;"сп , вычис· 
ленные по экспериментальным (выборочным) данным, не 
должны превосходить критическое значение х; (v), такое, что 

P{Xi;;;э:x~(v)}=cx. Поэтому если '1.~ксп <x~(v), т. е. 
Р{Х2;;;э:х~ксп } >сх, то нулевая гипотеза принимается на уровне -значимости сх. Если х;ксп ;;;э:х~ (v), т. е. Р{х2;;;э:х;"сп}:::;;;;;сх, то ну-
левая гипотеза отклоняется и принимается альтернативная. 

Так обычно поступают, 
когда речь идет о мере со· 

гласия между какими-то 

распределениями. ТакоА 
способ построения критерия 
х2 приводит к односторон
нему по своей сути крите· 
рию (рис. 43). Односторон- Рис. 43. Односторонний критерий 1.2. 
ним он является потому, 

что статистика критерия не учитывает знаков отклонений «на
блюдаемых» от «ожидаемых», т. е. знаков разностей (ki-npi). 

Если '1. ~ксп <'Х ~(v), то при описании экспериментальных ре-

зультатов принято указывать не просто F<Х2;;;э:х;ксп }>сх, но 
более точное значение вероятности, что можно сделать, по.'Iь
зуясь табл. V Приложения. В таблице приведены и очень боль-

~ 

шие значения Р{х2;;;э:х~абл \ и даже такие, как 0,975 и 0,995. 
Это связано с обстоятельством, на которое впервые обратил вни
мание Р. А. Фишер. Если вычисленное значение Х~ксп очень 

мало, то эrо приводит к очень большим значениям Р (х2 ;;;:::х;ксп} 
и свидетельствует об очень большой вероятности согласия ги
потезы с экспериментальными данными. Однако в то же время 
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это означает, что вероятность сдучайноrо отклонения эксп~рн

ментальных данных от гиПотетических значений Р{х2 < z;ксп }= 

=1-Р{?~:Х;ксп} очень мала, т. е. получено слишком хоро
шее согласие с гипотезой Н0• Разумеется, такие значения из
редка могут появляться и ~лучайно. Эксперимен·татору нужно 
это обстоятельство просто иметь в виду и при систем·атическом 
получении малых значений х;ксп еще раз просмотреть структуру 

и технику эксперимента с целью обнаружения факторов, искус
ственно снижающих случайную изменчивость. Таковыми могут 
быть, в частности, субъективизм в оценках, необоснованное от
сеивание (выбраковка) «нежелательных» результатов и т. п. 
Мы пришли к выражению 

l (k; - пр1)2 .._,. 2 (v) 
· n:p1 /... ' t=I 

v = l -1, 

в предположении, что n-+ оо. Возникает вопрос, при кшшх 
условиях на практике эта аппроксимация правомочна. Посколь
ку в знаменателе стоят npi, дело сводится к минимально допу
стимым значениям ожидаемых численностей. Точного решения 
этой задачи нет, однако ее всестороннее обсуждение привело к 
эмпирическому правилу, которым и пользуются в биометрии: 
минимальное ожидаемое не должно быть меньше 5. Если ожи
даемое оказывается слишком малым, приходится объединять 
соседние (обычно крайние) классы, соответственно уменьшая 
число степеней свободы. Эта процедура, естественно, В.'Iечет за 
собой уменьшение чувствительности критерия. 

Ряд исследователей все более склоняется к точке зрения, 
что требование минимального ожидаемого меньше 5 является 
слишком жестким и что допустимое минимальное ожидаемое, 

вообще говоря, зависит от числа степеней свободы. Широк;•е 
распространение получила следующая рекомендация: если чис

ло степеней свободы больше 6, то одно из ожидаемьrх может 
снижаться даже до 1/2. При числе степеней свободы, равпом 60 
и более, и при малых ожидаемых критерий :х;2 очень надежен. 
При 2 степенях свободы ожидаемое может снижаться до 2. 
Только при 1 степени свободы нужно соблюдать осторожность и 
требовать, чтобы .ожидаемое было не меньше 4. 

Распределение :х;2 - это непрерывное распределение. Мы же 
рассматриваем задачу о согласии с полиномиальным, т. е. диск

ретным, распределением. Однако при соблюдении указанных вы
ше ограничений на минимальное ожидаемое дискретность. не 
1. ~тводит к сколько-нибудь . существенным погрешностям, за 
одним исключением: когда число степеней свободы равно еди
шще. Для этого случая Ф. Иейт~ом была указана очень простая 
поправка, дающая удовлетворительные результаты: абсолютные 
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значения разностей между наблюдаемыми и ожидаемыми не
обходимо уменьшить на 0,5. 

Пример Vll-1 (продолжение). Ожидаемые численности уже 
были вычислены выше. Имеем 

2 = (315 - 312,75р + + (32- 34,75)2 =о 47 
Хзксп 312,i5 • · · 34,75 ' • 

По табл. V Приложения при v=l...:.....l =3 находим х6.05 (3) =7,81. -которое больше 'Х~ксп • Таким образом, Р{f;;;э:х~ксп }>0,05, сле-
довательно, наблюдаемое расщепление не противоречит выдви
нутой гипотезе при уровне значимости а=О,05. 

Отметим, что статистика критерия Пирсона может быть пре
образована к виду 

1 ~1 k~ 
х2=п i=1Р;-п. 

который более удобен для вычислений в случае, когда Pi крат
ны целым числам. 

§ 2. СОГЛАСИЕ ВЫБОРОЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ С ДИСКРЕТНЫМ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ, ПАРАМЕТРЫ КОТОРОГО ОЦЕНИВАЮТСЯ 

ПО ВЫБОРКЕ 

Обратимся к данным задачи 11-11. Сопоставление эмпириче
ского и гипотетического распределений графически показывает 
их явное расхождение. Решим эту задачу точно с помощью кри
терия х2• Отличие ее от задачи, обсуждаемой в § 1, заключается 
в том, что нам неизвестно точное значение параметра гипотети
ческого распределения Пуассона 'А, мы можем вычислить лишь 
его оценку т = 0,205. 

Можно показать, что при проверке согласия с распределени
ем, параметры которого оцениваются по выборке, мы также име
ем распределение х2 , но с числом степеней свободы, меньшим 
на число оцениваемых параметров. Например, в рассматривае
мом случае проверки согласия с распределением Пуассона чис
ло степеней свободы будет равно (l-1)-1. Если проверять 
согласие с нормальным распределением, среднее значение µ и 

дисперсия а2 которого оцениваются по выборке, то v = (l-1) -2. 
Пример VIJ-2 (продолжение задачи 11-11). Ожидаемые чис

ленности для клеток, имеющих более двух поврежденных хро
мосом, очень малы (см. решение задачи). Поэтому необходимо 
объединить численности четырех последних классов, тогда 
1=3иv=3-l-l=1. Вычисляем значение 

2 = (877 - 814,7)2 + (63 - 167,0)2 + (60 - 18,3)2 = 164 55 
Хвксп 814,7 167,0 18,3 ' ' 

которое существенно превышает критическое табличное значение 
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Х~.001 (1) = 10,8. Следовательно, Р{r~х;"сп .164,55}~0,001. 
Таким образом, нулевая гипотеза о согласии наблюдаемого рас
пределения поврежденных хромосом по клеткам с распределе

нием Пуассона должна быть, несомненно; отвергнута. 

§ З. СРАВНЕНИЕ НЕСКОЛЬКИХ ДИСКРЕТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

(КРИТЕРИЯ ОДНОРОДНОСТИ) 

Пример Vll-3 (Г. И. Арнаутова, 1982 г.). Природные пону
Jiяции Primula siЬthorpii полиморфны по окраске цветка. Встре
чаются растения с четырьмя типами окраски: белые цветки (не
окрашенные), светло-сиреневые, сиреневые, фиолетовые. В табл. 
41 приведены распределения этих растений по окраске цветков 
в трех популяциях Дагестана. 

Таблица 41 
Распределение растений Р. slьthorpll по окраске цветка в популяциях 

Дагестана (к примеру Vll-3) 

Окраска цветка 

Попул11ция 

1 

светло-

1 1 

Всего 
бе.11ая 

сиреневая 
сиреневая фиолетовая 

Дылым .. 1529 177 2Н 45 1962 
Сыртыч . 725 360 348 89 1522 
Маджалис 182 354 252 99 887. 

Всего. 2436 
1 

891 
1 

811 
1 

233 
1 

4371 

Необходимо решить, различаются ли популяции по часто
там растений с разной окраской или наблюдаемые различия 
между популяциями носят случайный характер, определяемый 
объемом выборки. Другими словами, совпадают ли распреде
ления- генеральных совокупностей, из которых извлечены вы-
борки? . 

Сформулируем задачу в общем виде. Пусть п1 • (читается: «эн 
один с точкой») объектов первой выборки разбиты по какому
-то признаку на l классов и пусть k11 , k12, ••. , k 11 - численности 
объектов в этих классах. Следующие n2. объектов второй вы
борки разбиты на те же l классов и k21, k22 , ••• , k21- численно
сти соответствующих классов и т. д. Наконец, численности в l 
классах для пт. объектов- r-й выборки равны kr1, k,2, ... , Гт1. Все
го получено rl чисел, которые расположим в прямоугольную таб
лицу (табл. 42). Справа прив~дены суммы по строкам (выбор
кам), внизу- по столбцам (классам признаков), тогда точка в 
индексе при n.l указывает на суммирование по всем выборкам 
для числа особей, имеющих признак, соответствующий i-му 
классу. 

Таким образом, имеем r выборочных полиномиальных рас-
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Таблица 42 
Таблица сопряженности r Х l к построению критерия однородности 

kн k12 kit kн n1. 

k21 k22 k2t k2l n2. 

k11 k12 kji kл nJ. 

kr1 k,2 kri k,t п-
Г· 

n.1 n.2 п.1 n.z 
1 

п 

пределений и нужно проверить, могут ли параметры р1, р2, •• • , 

•• " Р1 быть одинаковыми для всех строк. Наилучшими выбо
рочными оценками значений Pi являются частоты классов, опре
деленные по всем выборкам (см. гл. V, § 1): 

п. 1 п. 2 п. 1 
h1=п, hз=п, ... , hi=п, 

где hi - выборочная оценка вероятности Pi· Поскольку изве
стен объем каждой выборки, теперь можно найти ожидаемые 
численности классов. Например, для первой выборки они будут 
равны n1.h1; n1.h2; ... ; n1.h1. Точно так же поступаем для второй 
и т. д. выборки и, наконец, для r-й выборки. 

Вычитая из каждого на блюд а ем.ого соответствующее 
о ж и д а е м о е, вновь приходим к прямоугольной таблице от
клонений (kji-nj.hi) (табл. 43). Суммы по строкам и суммы по 
столбцам в этой таблице, естественно, равны нулю, что следу
ет использовать для проверки правильности вычислений. 

Таблица 43 

Таблица отклонений к построению критерия однородности 

(k11 - n1.h1) 

kн - n1,h1 k12 - nJ ,112 kн - n 1.ht kн - n 1.h1 

k21 - n 2,h1 k22 - n2.h2 k21- n2.h; k21 - n2.h1 

k11 - n1.h1 k12 - п1.h2 kJi- n1.ht k11- n1.h l 

k,1 -n,,h1 k,2 - п, .1•2 kгi - n,,h1 k,1 - n,,h1 

Аналогично рассуждениям § 1 можно показать, что сумму 
квадратов разностей между наблюдаемыми и ожидаемыми, де
ленных на соответствующие ожидаемые 

(k11 - n 1. h1)2 + (k12 - n 1. h 2 )2 (kгi - п,. h1) 2 

----=-h-- h + ... + h 
n1. 1 1!1. 2 ' п,. l 
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можно рассматривать как реализацию случайной величины х.2 
с числом степеней свободы v= (r-1) (l-1). Действительно, все
го наблюдается rl значений численностей. Объем каждой выбор
ки фиксирован, т. е. на эти rl наблюдений наложено r линей
ных связей: 

kj1 +k12+ ... +k;i=n;. 
Кроме того, было оценено (l-1) параметров Pi (число оценен
ных параметров равно l-1, а не l, поскольку Р1 + Р2 + . . . + 
+ Р1= 1). Тогда чисдо степеней свободы будет равно 

v=rl-r-(l-1) = (r-1) (l-1), 
т. е. произведению числа строк без единицы на число столбцов 
без единицы. За.метим, что n;.hi=n;.n.i/n, т. е. для того чтобы 
найти любое ожидаемое,· необходимо произведение сумм по со~ 
ответствующим строкам и столбцам разделить на общую сумму 
наблюдений. 

Пример Vll-3 (продолжение). Прежде всего Jзычислим ожи
даемые: для численности 1529 имеем 2436· 1962/4371=1093,4; 
для 177 имеем 891·1962/4371 =399,9 и т. д. и, наконец, для 99 
имеем 233·887/4371 =47,3. Все они больше 5, следовательно, 
можно применять критерий х.2 • Тогда 

2 = (1529 - 1093,4)2 + (177 - 399,9)2 + + (99 - 47,Зр = 905 l4 
Хек сп 1093 4 399 9 ' ' • 47 3 ' ' 

' ' ' 
По табл. V Приложения при v= (3-1) (4-1) =6 находим 

х.1.001 = 22,5, которое существенно меньше х;ксп· Следовательно. 

Р{х2 ;;;;:=х;ксп =905,14}~0,001. Таким образом, распределения ра
стений по окраске цветка в разных популяциях, несомненно. 
различны. 

Заметим, что более удобной для вычислений является фор
мула 

(~, 1 }:' k}1 ) х.2 -п - --1 
- '1-1 п1 . 1-1 п. 1 ' 

согдасно которой сначала для каждой строки вычисляют зна
чения k;i2/n,i, суммируют их по i и каждую j-ю сумму делят 
на n; .. 

Рассмотрим в заключение этого параграфа вопрос о сумми
ровании значений статистики хн-квадрат и вопрос об аппрокси
мации х2-распределения нормальным. 

Приl\tер Vll-4 [Бейли, 1962]. При отработке методики под
счета дрожжевых клеток в счетной камере четырьмя .лаборан
тами были проведены независимые эксперименты, в которых 
исследовалось распределение клеток по квадратам счетной ка
меры. Ес~и сус~ензии клеток приготовлены правильно, т. е. 
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каждая клетка отде:1ена от другой, так что не образуется ком
ков, то эмпирическое распределение не должно отJшчаться от 

распределения Пуассона -{с~!. r.1. 11, § 4). Результаты статисти
ческого ана.1иза этих экспериментов приведены в таб.1. 44. 

Таблица 44 
Проверка согласия распределен11я дрожжевых клеток 

по квадратам счетной камеры с распределением Пуассона 
(к примеру Vll-4) 

Лаборант 
2 р {Х" ... х;"сп}" 1.эисп 

А 17,32 13 о 1 
Б 14,71 1О 0,1 
в 24,45 17 0,1 
г 14,88 9 0,()5 

Сводные данные 71,36 49 0,02.S 

Как видно, ни в одном случае нет оснований отк.'lонить ну
.11евую гипотезу, т. е. следует вывод о согласии эмпирических 

распределений с распределением Пуассона. Правда, обращает 

на себя внимание близость всех значений P.{f~x;кtn } к уров
ням значимости а:=О,10 и а:=О,05. 

Однако такой анализ не использует всей информации, содер
жащейся в эксперименте: анализировалась работа каждого ла
боранта индивидуально. Поскольку экспериментаторы работал11 
независим о, можно продолжить анализ, объединив резуль
таты. Вспомним теорему сложения для расРределенИя х2 (см. 
гл. 111, § 7) и на ее основании просуммируем все значения Хвкс• 
и числа v степеней свободы. Для суммарных данных (нижняя 

строка в табл. 44) Р{'Х2~х;ксп }<О,025, т. е. при 2,5•/о-ном уров
не значимости ну.11евая гипотеза должна быть отклонена. Если 
кто-то сочтет выбранный уровень значимости слишком мягким. 
следует провести допо:шительные эксперименты, ведь речь идет 

об отработке методики! Полученные же результаты позволяюr 
заподозрить, что у всех лаборантов имеют место какие-то не
большие, но систематические погрешности (возможно, одинако
вые) в приготовлении суспензии клеток. 

Не во всех статистически,х таблицах содержатся критические 
значения х; при 49 степенях свободы. Однако при v>ЗО можно 
воспользоваться аппроксимацией распределения х2 нормальным 
(см. г.1. _111, § 7). Тогда 

U9кcп='V2z2 -Y2v -1 = 'V2·71,35-lf2·49-l =2,10, 
> -что меньше ио,02s= 1,96. Таким образом, Р{и~Uзксп}<О,025, т. е. 
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имеем тот же результат (ведь аппроксимируется распределение 
статистики одно ст о р он нег о по самой своей сути крите
рия!). 

§ 4. СОГЛАСИЕ ВЫБОРОЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
С НОРМ;\ЛЬНЫМ 

Удобным способом проверки согласия выборочного распреде
ления с гипотетическим непрерывным распределением является 

применение так называемой вероятностной бумаги (сетки). Наи
большее распространение получила вероятностная бумага для 
проверки нормальности выборочного распределения. Нормаль
ная вероятностная бумага - это специальным образом сконст
руированная координатная сетка с таким выбором масштаба 
по оси ординат, что график функции нормального распределе
ния изображается прямой линией (рис. 44). По оси абсцисс 
масштаб берется равномерным, а по оси ординат - неравномер
ным, вероятностным, «выпрямляющим» график функции нор
мального распределения (ер. с рис. 17). Нормальный вepoSQ.: 
постный масштаб симметричен относительно точки 0,5 (50%); 
вверх и вниз от этой точки цена деления резко уменьшается. 
В пределах от 20 до 80 % цена деления составляет 2 % ; в пре
делах от 1 до 20 % и от 80 до 99 % цена деления равна 1 % и за 
этими пределами - О, 1 % . 

В биологических исследованиях практически не возникает 
задача сравнения выборочного распределения с полностью опре
деленным нормальным. Обычно выборочное распределение срав
нивается с гипотетическим нормальным, параметры которого 

оцениваются по той же выборке. Использование вероятностной 
бумаги в этом случае заключается в следующем. 

Пусть по выборке объема п из нормально распределенной ге
неральной совокупности вычислены выборочное среднее т. и вы
борочная дисперсия s2• По оси абсцисс на вероятностной бу
маге откладывают значения признака, охватывающие весь диа

пазон выборочных наблюдений. На графике отмечают три точ
ки, имеющие координаты (x1=m, У1=50%), (x2=m+2s, 
у2 = 97, 72 % ) и ( х3 = m-2s, Уз= 2,28 % ) . Если все технические 
операции были выполнены верно, то эти три точки должны ле
жа-ть на одной прямой, которая соответствует функции гипоте
тического нормального распределения F0 (x) с параметрами 
µ 0=m, О'~ =s2• Теперь необходимо построить в том же вероят
ностном масштабе выборочную функцию распределения F n (х). 
Для этого производится ранжировка выборочных значений -
находят X(i)· Ожидаемые для нормального распределения значе--ния Y(i)=E[Fn (х)] с вполне достаточной точностью можно вы-

ф l - 0,3175 . . ( ) 
числить по ормуле Y<i>= п + 013650 , где i - номер ранг на-
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блюдения X(i) и п - объем выборки. После этого на график на
нос;:ят точки с координатами (x(i).. Y<iJ). 

90 ___ _ 

801+++-Н~l-+-++++~1-Н-+++~~+++~1-Н-н-+++-11++-+++++-11++-1-Н-+++~ 

70--60 

50 

40 

30 ____ _ 

20 ___ _ 

10 

Рис. 44. Норма,1ьная вероятностная бумага. 

Пример VII-5 (М. В. Падкина, 1978 г.). Определялась кон
станта Михаэлиса-Ментен Км ( 10-з М) для кислой фосфатазы 
дрожжей Saccharomyces cerevisiae: 

2,17 1,92 2,20 2,08 1,85 2,00 2,08 2,00 2,12' 
1,96 1,92 2,00 1,83 2,00 2,08 1,92 1,75 1,96 

Согласуется ли выборочное распределение с нормальным? 
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Объем выборки п = 18, выборочное среднее т = 1,99, выбо
рочное среднее квадратичное отклонение· s = 0,118. Абсциссы 
трех точек д.1я построения графика Fo (i) суть Х1=1,99; 
Je2=m+2s=2,23 и x3=m-2s= 1,75. Ранжируем все 18 наблю
дений, по.-ч:чая i и X(i), и вычис:хяем Y<i> (табл. 45). Наносим 
точки (X(i)> y(i)) на вероятностную бумагу. 

Та б.'1 и ц а 45 

К проверке иорма.nьиости выборочного распре,це.nения 
(к примеру Vll-5) 

хи Y(i)• % 

1 1,75 3,7 
2 1,83 9,2 
3 1,85 14,6 

4- 6 1,92 20,1-30,9 
7- R 1,96 36,4-41,8 
9-12 2,00 47,3-63,6 

13-15 2,U8 69,1-80,0 
16 2,12 85,5 
17 2,17 90.~ 
18 2,20 96,3 

Теперь возникает вопрос о согласии эмпирического распре
д~ления с гипотетическим. Нередко, когда видны систематиче
ские. раз:шчия, достаточно глазомерного сравнения. Однако в 
vбщем с.пучае, конечно, необходимо иметь количественную меру 
согласия распределений и соответствующий критерий значи
мости. 

Такой критерий был найден А. Н. l(олмогоровым в 1933 г. 
Пусть F (х) - произвольная, по полностью определенная функ--•ия распределения непрерывной случайной . величины х и ,.._ 
Fn (х) -сJ1учайная выборочная функция распределения. В ка
честве статистики для крит.ерия согласия между эмпирическим и 
гипотетическим распределениями А. Н. l(олмогорqв выбрал слу-

чайную веJшчину Dn=suplFn(x)-F(x) 1 (см.§ 1 гл. IV). Выло 
показано, что P{J'nDn<Л}-+K(1..), Л>О, при n-+oo, где К(Л)
функция распределения l(олмогорова, для которой найдено ана
литическое выражение. Лишь 45 лет спустя (в 1978 г.) Г. А. Не
сененко и Ю. Н. Тюрину удалось найти асимптотическое рас
пределение статистики критерия l(олмогорова для случая, ко
rда параметры F (х') оцениваются по выборке. В частности, бы
ло получено решение для нормального распределения с неиз

вестными параметрами µ 11 cr. На практике достаточно знать два 
критических значения статистики: /:\о,05 =0,895 и j:\o,01 =1,035, с 
1юторымп сравнивается величина, вычисленна11 по эксперимен

талыхым данным: 



Pэ:;cu=Dn (у;;--0,01 +0,85/Yn). 

Итак, проверяется гипотеза Н0: E[Fn (х) ]-Fo(x) =0 о сог.~а
син эмпирнчсской функции распределения F n (х) с гипотетиче
ской функцией нормального распределения Fo(x), параметры 
µ0 и а~ которой оцениваются по аыборке (µо=т. аб =s2). Ну-
левая гипотеза принимается 

на уровне значимости а., ес

ли Ронсп< J'a;, и отклоняетс.q, 

если Рэнсп> f'a;, где Ра такое, 
что Р{Р~Ра}=а.. Критерий 
Ко.~1могорова в изложенном 
виде применим и для малы~ 

выборок. 
Пример Vll-5 (продол· 

жение). Выборочное значе
ние Dn можно достаточно 
точно установить по графи
ку на вероятностной бума
ге. В данном примере мак
симальное по абсолютной 
величине отклонение выбо
рочной функции распределе
ния от гипотетической при
надлежит значению X(t2)= 

''jrt.r> 
17, 12r 

95г 

90 

во 

',70 1,дО 1,90 2,00 2,10 2,20 

=2,00 и составляет Dn= Рис. 45. Проверка нормальности рас-
0 l 06 (рис 45) Находим пределения с помощью вероятност= ' · · ной бумаги и критерия Колмогорова. 

значение Рэксп=0;106(1'Т8- Указано набпюдаемое значение статистики 
_:_0,01 +0,85/fl8) =0,470. По- Dn дпя данных примера VIl-5. 

скольку Рэксп< Po,os, то на 
уровне значимости а.=0,05 нет оснований отклонять гипотезу о 
нормальности выборочного распределения. Следует, однако, за
метить, что для более надежных выводов требуется анализ вы
борки большего объема. 

Задачи 

VIl-1 (В. П. Эфроимсон, 1956 г.). В табл. 46 представлены результаты 
опытов Г. Менделя и его последователей по изучению наследования одного 
призиа1<а - окраски семядолей-у гороха. Согласуются ли результаты раз
ных авторов друг с другом и с ожидаемым расщеплением 3 : 1? 

VIl-2. Проверьте согласие с нормальным распределением данных приме
ра IV-1 (см. табл. 3 и 6). 

VII-3. Проведите статистический анализ данных из примера IV-6 (см. 
табл. 7). 

VIl-4. Проведите статистический анализ данных из примера iV-12 (см. 
табл. 9). 

VII-5. Проведите статистический анализ данных из примера IV-14 (см. 
табл. 10). 
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Таблица 46 

Расщепление по признаку окраски семядолей у гороха 

Автор 

Мендель 

Корренс 

Чермак 

Херст 

Бэтсон 

Локк 

Дэрбишир 

Уайт 

В сего ...... 

(к задаче Vll-1) 

Расщепление во втором поколе11ии 
АахАа 

чис.10 желтых (А) число зеленых (а) 

6 022 2 001 
1394 453 
1 012 344 

225 70 

3 580 1 190 
3 ООО 959 

1 310 445 
11 902 3903 
1438 514 
308~ 1 008 
2400 850 

109 060 36186 
1089 354 
5 662 1856 

1647 543 

152 823 50676 

Vll-6. Проведите статистический анализ данных из примера IV-19 (см. 
табл. 15). 

Vll-7. Чему равно число степеней свободы при проверке согласия с би
номиальным распределением при неизвестном значении р? 

VII-8 (Дж. Э. Юл, М. Дж. Кендэл, 1960 г.). Число рождений в Англии 
и Уэльсе по месяцам в 1941 г.: январь-50159, февраль-45885, март-
50 819, апрель- 49 070, май- 50 771, июнь -46 788, июль - 49 395, август-
50 443, сентябрь - 51 562, октябрь - 50 224, ноябрь - 47 168, декабрь -
50 529 (всего зарегистрировано 592 813 рождений). Выявляют ли эти данные 
наличие некоторой сезонности в рождениях? 

VII-9 (Н. В. Тимофеев-Ресовский, К. Пэтау, 1943 г.). На протяжении 
ряда лет проводились эксперименты по изучению радиационно-индуцирован

ного мутационного процесса у дрозофилы. Особенно большие материалы на
копились при облучении еамцов дозой 3000 Р: всего было проанализировано 
29600 хромосом! Эта выборка включала 148 последовательных субвыборок 
по 200 хромосом в каждой), полученных в хронологическом порядке на про
тяжении семи лет. Полученное авторами распределение представлено в 
табл. 47. 

Если условия эксперимента были воспроизводимы, то вероятность на
ступления события «мутация» должна быть постоянной на протяжении всего 
опыта. В этом случае должно быть получено согласие с биномиальным рас
пределением. Проверьте это. 

VII-10. Почему при построении графика выборочной функции нормаль
ного распределения на вероятностной бумаге (см. рис. 45) берутся три, а не 
две точки? Почему избранным при этом трем значениям х1: т, (m+2s) и 
(m-2s) - соответствуют значения у1: 50, 97,72 и 2,28%? 

VII-11. Проверьте гипотезу о равномерном распределении для показа
ний часов, выставленных в витринах часовщиков (см. задачу IV-6, табл. 21). 
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Таблиц а 47 

Результаты рентгеновского облучения самцов дрозофилы 
дозоА 3 кР (к задаче Vll-9) 

Число 
хромосом 

6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

Число 
субвыборок 

1 
2 
о 
2 
5 
7 
3 
9 
8 
9 

10 
17 
20 

Число 
хромосом 

19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

Число 
субвыборок 

9 
8 
6 
9 
6 
5 
6 
2 
2 
1 
о 
l 

VII-12. Проверьте, согласуются ли с нормальным два выборочных рас
пределения из примера VI-2 (см. табл. 27). Действительно ли преобразова
ние lg х в данном случае является нормализующим? 

VH-13. Для данных задачи VI-1 графически, с помощью нормальной 
вероятностной бумаги, проследите, как изменяется вид двух выборочных 
функций распределения после нормализующего преобразования. 

VIl-14. Проверьте выдвинутое Стьюдентом предположение о нормально
сти распределения для разности между донолнительными часами сна, вы

званными двумя снотворными (см. задачу Vl-9, табл. 40). 
VII-15. Ч. Дарвин* приводит результаты многолетних наблюдений раз

личных авторов за соотношением полов у домашних животных (табл. 48). 
Согласуются ли эти данные друг с другом? Можно ли считать, что соотно· 
шение полов у домашних животных соответствует предполагаемому 1 : 1? 

Таблица 48 

Соотношение полов у домаш11их животных (к задаче Vll-15) 

·лошади 
Собаки. 
Овцы 
Коровы· 
Куры 

Животные Число самцов 1 

12763 
3 605 

29478 
477 
487 

Число самок 

12 797 
3 273 

30172 
505 
514 

VII-16. Для эмпирического распределения 26 306 бросаний 12 игральных 
костей (см. задачу 11-9, табл. 1) проверьте гипотезу о согласии его с бино
миальным распределением, параметр которого равен р= 1/3. Если гипотеза 
будет отклонена, проверьте согласие с гипотетическим биномиальным рас
пределением, параметр которого оцените по выборке. 

• Д а р в и н Ч. Соч., т. 5. Происхождение человека и половой отбор. 
М., Изд-во АН СССР, 1953. 
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VII-17. Для двух распределениА qисла наводнений в устье р. Невы (см. 
задачу IV-12, 1аб.1. 24) проверьте гипотезу о согласии их с распределением 
Пуассона. · 

. VII-18 (Б. П. Ушаков, 1981 г.). Согласуется лн с нормальным распре
делением распределение личинок мухи Calliphora erythrocephalia по тепло
устойчивости мышц при 42° С (табл. 49)? Согласуется ли распределение ло
rарифма теплоустойчивости с нормальным распределением? 

Т а б ,, и ц а 49 

Распределение личинок мясной мухи по теплоустойчивости при 42 ·0С 
(к задаче Vll-18) 

х1 , мин 

1 
п. .%i' мин 

1 nl 
11 

Х;, МИН 

1 n; 
' 

9 3 20 10 31 5 
10 6 21 7 32 6 
11 6 22 11 33 2 
12 7 23 9 34 5 
13 6 24 7 3.5 3 
14 8 25 7 36 2 
15 19' 26 7 37 2 
16 7 27 5 38 2 
17 12 28 6 46 1 
18 14 29 3 48 1 
19 12 30 3 



ГЛАВА VIII 

СРАВНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ НЕСКОЛЬКИХ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Сравнение параметров нескольких распределений проводится 
с помощью дисперсионного анализа, которому . и посвящена 
большая часть этой гJiавы. Однако дисперсионный анализ по
зволяет решать и другую важную задачу, не рассматриваемую 

в элементарном курсе биометрии, - разложение дисперсии на 
компоненты; мы сочли необходимым упомянуть об этом в § 4. 
Последний параграф посвящен изложению непараметрического 
метода дисперсионного анализа с помощью критерия Круска
ла - Уоллиса. 

§ 1. ОДНОФАКТОРНЫИ ДИСПЕРСИОННЬШ АНАЛИЗ: МОДЕЛЬ 1 

Биологическая задача сравнения параметров нескольких нор
малы:1ых распреде.1ений сформулирована в примере IV-15. Ме
тод решения подобного рода задач был найден Р. А. Фишером 
и носит название дисперсионного анализа. Однако если поста
новка задачи такая, как в примере IV-15, где речь идет о срав
нении нескольких выборочных с р ед ни х., то становится непо
нятным, почему метод получил название д и с п ер с и он н ы й 
анализ или, при дос.1овном переводе английского analysis of 
variance, анализ д исп ер с и и? Тем не менее здесь все верно. 
Сравнение средних производится путем анализа (раз.тюжения 
на компоненты) общей дисперсии. 

Пусть k независимых выборок объема п каждая извлечены 
из нормально распределенных генеральных совокупностей с 
равными дисперсиями: oj=ai = ... =о~ =о-2. Иметь равное 
число. наблюдений в каждой выборке желательно для простоты 
организации эксперимента. Такой план эксперимента называ
ется сбалансированным в отличие от несбалансированного пла
на.с выборками неравного объема. Каждое наблюдение хн, где 
i - номер выборки (сорта в примере IV-15), а j - номер повтор
ности (делянки ·в примере IV-15), будем рассматривать как ре
ализацию случайной величины 
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X;j = 11-t + elj• 

где µi - среднее значение i-й генеральной совокупности; 

eij,...., N (О; о2) - независимые случайные величины, имеющие 
нормальное распределен~е с параметрами О и а2. 

Случайная величина eij называется случайной ошибкой ( слу
чайным отклонением) или просто «ошибкой». Она характеризу· 
ет изменчивость внутри i-й ·совокупности (обусловленную, на
пример, случайными различиями в составе почвы, влажности, ка
честве семян, индивидуальном развитии растений и т. п.). 

Таким образом, мы рассматриваем однофакторный диспер
сионный анализ, где факт о р в нашем случае - это сорт, он 
представлен k уровням и (число сортов). 

Отметим, что в сформулированной задаче сравнения k сор· 
тов µi - не случайные величины, а некоторые константы; такая 
.'1 и н ей н а я ст а т и с т и ч е с к а я м одел ь называется мо
делью с фиксированными эффектами, и.1и моделью !. В этой 
модели ну.1Jевая гипотеза принимает вид 

Моде.11ь 1 дисперсионного анализа можно записать и по
иному: 

, '1 k 
где f.I. = k ~i=l 11-1 - общее среднее д.11я всех k генеральных 

совокупностей; a.i= µi-µ - отклонение среднего значения i-й 
генеральной совокупности or общего среднего µ; очевидно, что 

t:J 
~~= 1щ=О; eiJ.-N(O; а2)имеет прежний смысл случайной ошибки. 

В этих обозначениях нулевая гипотеза принимает вид 

Но: а.1=а2= ... =ап=О. 

Испо.пьзуя метод максимального правдоподобия, можно по
казать, что несмещенными и эффективными оценками парамет
ров модели являются статистики: 

для 11- -

для 11-i -

для а.i

где N=nk. 
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Рассмотрим тождество 

-- -- -- --Х1{==т + (т, -т) + (хц-т~). 
-Перенесем т в левую часть: 

- - -xli-m= (т1 -т)+ (xi1 -m,), 

возведем обе части в квадрат: 

и просуммируем обе части уравнения по j: 

~п (x11 -m>2 =п(;;t1-m)2 +2(m1-m) ~п <;11·-;;,> + 
~}=1 ~J=l 

+ ~;=1 <х.1 - т,>2. 
-- 1 - - - п - ...._ 

Однако m1=-(x11 +х12 + ... +xin), поэтому"" (x11·-m,)=0, 
п ~~ 

т. е. второй член в правой части уравнения равен нулю. Просум
мируем обе части уравнения по i: 

k - -- k -- -- k - --~ ~~ (xtJ-m)2 =~ п(т1 -т)2 + ~ ~п (х11 - т1)2 • 
~l=l ~J=l ~l=I ~l=1 ~J=I 

В левой части данного уравнен,!:я мы имеем сумму квадратов 

отклонен~ случайных величин Xij от общего для всех выборок 

среднего т. Это так называемая общая, ~и полная, сумма 

квадратов, которую мы будем обозначать SSt. 
Первый член в правой части - сумма квадратов откло~ний 

выборочных средних каждой гпппы (уровня, выборки) mi от 

общего выборочного среднего т. Это сумма квадратов между -группами (SSь). 
Наконец, второй член в правой части - сумма квадратов от-- -клонений Xij от среднего своей группы mi. Эту величину назы--вают суммой квадратов внутри групп (SSw). 
Итак, полная сум~а квадратов разложена на две аддитив

ные составляющие - суммы квадратов между группами и вну

три групп: - - -SSt = SSь + SSw. 

Каждую из суммы квадратов необходимо теперь связать с со
ответствующим числом степеней свободы. 
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Общая сумма квадратов SS1 основана на N=nk наблюдени
ях, н~ которые наложена одна линейная связь: nри вычисле-

нии SSt использована оценка общего среднего т, поэтому 
,., _ N-1. Аналогично vь=k-1 и vw= (n-l)k=N-k. Заметим" 
что 

Vt=vь+vw. 

Сумма квадратов, деленная на соответствующее число сте
пеней свободы, называется средним квадрато,~t:* 

MS _SSь. 
ь--;;;· 

В нашей модели предполагалось, что внутригрупповые вы
борочные дисперсии суть оценки cr2• Если это так, то внутри
групповой средний квадрат есть взвешенная по отдельным груп
пам оценка о2 : 

~п (- · ,...,)2 ,п ·(- ...... )2 -,п {- - )2 
.л1S =- "-'i=l Х11 - т1 + lj=I X2j - т2 + ... + 2}j=1 Xkj - mk 

w (n-1) + (n-1) + ... + (п-1) 

п-1 ~k - 2 --- s - N- k i=I ;, 

-где s~ - дисперсия t-и выборки (группы). Поскольку эта оцен-
,,--- - . 

ка яв.11яется несмещенной, то E(MSw) =о2• 
Можно показать, что 

- 1 k. 
E(MSь)=a2 +k '°' n(i-i;-11-)2• 

~1=1 

-СJ1едовательно, ес.11и нулевая гипотеза верна, то Е(МSь) =о2= 

=E(~w). Если ж~ нулевая гипотеза неверна, то Е(МSь)> 
>E(MSw). 

Таким образом, проверка нулевой гипотезы сводится к рас-

смотрению соотношения MSь/MSw. Поско.1ьку Е (МSь) ;;;:::=:02, а - - -E(MSw) =rfl, то отношение MSь/MSw может принимать значе-
ние меньше единицы лишь в двух случаях: 1) случайно, в_::~ед-

ствие слишком малых отклонений выборочных средних mi от 
общего среднего значения µ; 2) при неадекватности рассмат
риваемой модели экспериментальным данным. 

• Для сумм квадратов и средних квадратов традиционно используются 
двухбуквенные обозначения, являющиеся сокращениями анrлиАских выраже
ний sum of squares (SS) и mean square (MS). 
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Мы уже не~днократно пользовались тем, что случайная вe-

ln - 1' s~ -
.1нчина а' --x2 (v), v=n-1. Для s~ это можно предста-
вить в виде 

v=n-1. 

- - ss Тогда д.1я SS." имеем "2 =___.!!,.._,..,,2 (v ) ..... ''"w а~ л 111 ' "w =N -k, 11.111 

Обратимся теперь к МSь. Имеем k случайных величин т . .--... 
,/- - 1 ~k -

--N(11; criv п) и m=т -,:_ т1• Тогда 
-•=1 

ЮIИ z~=SSь'cr2 ,......,'/.. 2 (vь), 'Уь=k-1, и, поделив обе части на 
число степеней свободы vь, 

zUvь = л1sь1а2. 
Итак, 

/ 

поско"1ьку можно показать, что xi и %;, суть независимые с.11у
чайные величины. 

На этой основе можно построить критерий значимости F 
для сравнения средних значений нескольких независимых нор
мальных расп·ределений (с равными дисперсиями). Если нуле
вая rипот~а в~на:...., т. е. µ1 = µ2= . . . = µk = µ, то статистика 

критерия F=MSь/MSw будет иметь F-распределение с парамет
рами \'1 =vь=k-1 и v2=vw=N-k. Поскольку, как было по1<а-
зано выше, E(МSь);;;:i:E(MSw), критерий является односто
р он н и м. Вычислив значение 

F МSь 
1tксп= MS , 

w 
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его сравнивают с кр~тическим значением Fa(v1, v2), v 1 =vь, 

v2=Vw, таким, что P{F~Fa(v1, v2)}=a. Если Fэкcп<'Fr1.(v1, v2), 
то нет оснований для отклонения гипотезы Н0 и различия ме
жду средними признаются незначимыми на уровне а. Если 
fэксп~Fа(v1, v2), то нулевая гипотеза отклоняется, т. е. по 
крайней мере одно из k сравниваемых средних значимо отлича
ется от остальных. 

Подведем итог приведенным выше рассуждениям. 

Сформулировав в статистических терминах задачу сравне
ния средних значений, возникающую в биологическом экспери
менте, мы построили -!IИНейную статистическую модель, огово
рив условия ее выполнения и указав статистики для оценки па

раметров модели. Далее было проведено разложение полной 
суммы квадратов и полного числа степеней свободы. Для полу
чаемых затем межгруппового и внутригруппового средних квад

ратов указаны их математические ожидания; при этом оказа

лось, что при правильности нулевой гипотезы величина МSь/ 
/MSw, вычисляемая по экспериментальным данным, является ре-

. а.1:шзацией случайной величины, имеющей F-распределение. Это 
позволило построить критерий значимости F. 

Таким образом, разлагая общую д исп ер с и ю на компо
ненты и сравнивая их, оказывается возможным решить задачу 

сравнения k выборочных с р ед н и х. 

§ 2. ТЕХНИКА ВЫЧИСЛЕНИЯ В ОДНОФАКТОРНОМ 
ДИСПЕРСИОННОМ АНАЛИЗЕ 

Вычисления в схеме однофакторного дисперсионного анали
за удобно проводить в следующей последовательности: 

1. Общее число наблюдений N = nk; где k - число групп 
(выборок, уровней), п - число наблюдений в каждой группе. 

2. Полная сумма наблюдаемых значений G=~~=1°'2.}=1Xij· 
3. К.орректирующий член С= CP/N. 
4. Полная сумма квадратов отклонений SS1= ~:=1~f=1XJj -С. 
5. Сумма квадратов между группами 

SSь=+ ~~=1 ("'2,j_1x•1)2- С. 

6. Сумма квадратов внутри групп SSw=SS1-SSь. 
7. Числа степеней свободы Vt=N-1, vь=k-1, Vw=N-k. 
8. Средний квадрат между группами MSь=SSь/vь. 
9. Средний квадрат внутри групп MSw=SSwfvw. 
10. Экспериментальное · значение статистики F-критерия 

Fзнсп=МSь/МSw. 
Результаты однофакторного дисперсионного анализа удобно 

представлять в виде таблицы (табл. 50). 
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Таблица 5() 

Таблица однофакторного дисперсионного анализа с фиксированными 
зффектамн (модель 1) 

Изменчивость 
Сумма \ Число степе-1 · Средний 

Fзксп квадратов ней свободы квадрат 

Меж.1.у группами SSь k-1 МSь MSь/MSw 

Внутри Групп SSw N-k MSw 

Полная .. SSt N-1 

Проведем вычисления для данных примера IV-15: 

1. N=5X4=20. 
2. G=656,4. 
3. С=21543,05. 
4. SSt = 21725,22-21543,05 = 182,17. 
5. SSь=21677,50-21543,05= 134,45. 
6. SSw= 182,17-134,45=47,72. 
7. vь=4-1=3; Vw=20-4= 16; '\lt=20-1=19. 
8. МSь= 134,45/3=44,82. 
9. MSw=47,72/16=2,98. 
10. Fэксп=44,82/2,98= 15,03. 
Результаты анализа представлены в табл. 51. 

Таблица 51 

Результаты дисперсионного анализа дяя данных примера IV-15 

Изменчивость 
Сумма 1 Число степе- \ Средний 

F.9КСП квадратов ней свободЫ квадрат 

Между группами 134,45 3 44,82 
Внутри групп . . 47,72 16 2,98 15,03 
Полная (общая) . 182,17 19 

Далее находим, что Fэксп>Fо,001 (3; 16) =9,0 (см. табл. IV, д 
Приложения). 

Таким образом, Р{F;;;э::F811сп}<О,001 и нулевая гипотеза отвер
гается: различия между сортами по урожайности статистически 
высоко значимы. 

Если число наблюдений в группах разное (несбалансирован
ный план эксперимента), то это не вносит существенных изме
нений в схему однофакторного дисперсионного анализа. 
Мы не будем рассматривать этот случай подробно, ука:Жем 

лишь, что в вычислениях изменяются только два пункта: 
ll 

1. Общее число наблюдений: N=~i=t n1. 
5. Сумма квадратов между группами 
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где ni - объем i-й выборки. 

§ З. МНОЖЕСТВЕННЫЕ СРАВНЕНИЯ 

Сравнение средних значений µ 1, µ2, •••• µ1i нескольких (k) 
независимых нормальных распределений не ограничивается про
стой констатацией факта: есть различие (совокупности неод
нородны) или нет различия (совокупности однородны). Жела
тельно знать, какие конкретно из анализируемых совокупностей 
различаются своими средними значениями. Существуют разно
образные методы множественных сравнений для выявления та
ких различий. 
Мы рассмотрим следующую двушаговую процедуру, которая 

одновременно и проста, и достаточно эффективна. На первом 
этапе пр.оводится дисперсионный анализ (модель 1), как описа
но в § 1. И только после того, как на основании дисперсионного 
анализа сделан вывод о неоднородности сравниваемых совокуп

ностей (при заданном уровне значимости а), переходят ко вто
рому этапу, на котором проводится попарное сравнение сред

них значений всех k совокупностей с помощью t-критерия (при 
том же уровне значимости а). · 

Вспомним, что знаменатель статистики t-критерия для срав
нения средних значений двух (k=2) независимых нормаль
ных распределений содержит обобщенную (средневзвешенную) 
оценку дисперсии -а2 вида · 

-2 -2 
- v1s1+v2s2 
s2=----

v1 + '12 

(см. гл. VI, § 2). Естественным образом эта оценочная стати
стика обобщается на случай не скольких (k>2) независи
мых выборок и принимает вид 

~ 

т. е. равна статистике MSw, которая в модели 1 дисперсионного 
анализа называется средним квадратом внутри групп и является 

взвешенной по k группам (выборкам) оценкой дисперсии cr2• 

Тогда статистика 
- -
m1-mj 

~1 = -v-r===::1==::::;.1 --- t(v), v=N-k, i =J=J, 
MS'W (-+-) 

п1 п1 

т. е. имеет t-распределение с параметром v=N-k. Очевидно, 
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что tij может служить статистикой критерия для попарного 
сравнения средних значений µi и µi (i=Fj) нескольких незави
симых нормальных распределений. Подчеркнем, что результат 
этот справедлив только для случая равенства дисперсии срав

ниваемых распределений ai=a~= ... =а% =0'2• 

Такой критерий часто называют .множественным t-критери
ем. Подчеркнем еще раз, что он применяется только на втором 
этапе обсуждаемой двушаговой процедуры, т. е. после того как 
дисперсионный анализ выявил неоднородность сравниваемых со
вокупностей. Лишь когда k=2, т. е. в случае двух независимых 
нормальных распределений, процедура сравнения является с.;
ношаговой: статистики F-критерия и критерия t;i становятся 
идентичными (см. задачи VI-10 и VIIl-3) 1 

Обратимся вновь к примеру IV-15. Поскольку дисперсион
ный анализ выявил существенные различия между сортами (при 
а=О,001), встает задача множественных сравнений, т. е. задача 
проверки новой гипотезы Н0 : µi= µj, i=F j. Для этого вычисля-
е:-.f значения · 

t. _ __ lmi-mi· 
iJ (з1<сn) - -.r MS (t/ 1 , i =/= j, v = N - k. 

r w n1 + /ni' 

В примере IV-15 объемы всех выборок одинаковы (сбаланспро
ванный план эксперимента). В таком случае 

lm1-m1I 
t,j (э1<сn) = У MS 2'n . 

W• 

Находим У MSw 2/n. =У 2,98 ·У 2/5 = 1,09. Полученные зна
чения t,11зксп) приведены в табл. 52. 

Табл 11 ц а 52 
Матрица множественных сравнений для данных примера 

IV-15 (приведены значения т1 и ti/(зк~n)) 

Сорт А в 

1 

с 

1 т; 34,42 34,78 33,70 

в 34,78 0,33 
с 33,70 0,78 0,99 
D 28,38 5,54 5,87 4,88 

Согласно табл. 111 Приложения t0,0005 ( 16) =4,02. В табл. 52 
три значения tнiз1<cn) превышают данное табличное, а именно: 
tAD. tвD и tcD· Следовательно, только низкоурожайный сорт D 
(mD=28,38) отличается на 0,1 %-пом уровне значимости от трех 
остальных сортов. 
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§ 4. ПОНЯТИЕ О МОДЕЛИ 11 ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА 

Исследователя часто не интересуют сравнительные оценки 
тех к он кр е т н ы х уровней фактора, которые изучаются в 
определенном эксперименте. Такие ситуации очень часты в по
пуляционной биологии. 

Пример VIIl-1. Изучалась изменчивость размеров листа у 
дуба скального Qиercиs petraea на северо-западном Кавказе. 
По маршрутному ходу со 163 деревьев брали по 5 листьев. Из
менчивость листьев внутри деревьев - это метамерная изменчи

вость. Изменчивость листь~в на разных деревьях связана с их 
генетическими различиями и различиями в условиях произра

стания. Таким образом, в этой схеме изучается один фактор 
(деревья), представленный k= 163 уровнями (группами) с n=5 
повторными наблюдениями. При этом нас совершенно не инте
ресует сравнение выборочных средних конкретных 163 де
ревьев. 

Исследователь рассматривает эти уровни как случайную вы
борку из практически бесконечного множеств'а уровней изучае
мого фактора А. Его интересует, насколько общая изменчивость 
fiризнака определяется изменчивостью данного фактора А. Дру
гими словами, разлагая общую дисперсию на составляющие 

а2=а2 + 2 а ае, 

в конечном итоге нужно узнать: l) отличается ли О'; от нуля 
и 2) если отличается, то оценить долю (силу) влияния изучае
мого фактора в общей дисперсии, т. е. оценить величину а~/~= 
=р10, которая называется коэффициентом внутриклассовой кор
реляции. Это модель / / дисперсионного анализа, или модель со 
случайными эффектами. При этом меняется смысл исходной ли
нейной модели 

х11 -= r- + ;;i + ец. 
Здесь µ - общее среднее (как и в модели 1); ai .-N (О; а~) 
(i= 1, 2, .. " k) - независимые нормально распределенные слу
чайные величины со средними О и дисперсиями а~ для всех i; 

;ij,....., N (О; а;) (i= l, 2, .. "k, i= l, 2, .. " п)-тоже независимые 
нормально распределенные случайные велич1Jны со средними О 
и дисперсиями О';. 

В модели предполагается также независимость случайных 
~ . 

величин ai и ен. 
Метод раз~11ожения общей дисперсии остается тем же самым. 

Вычисляются статистики SSt, Ssь и SSw. В качестве оценок 
внутригрупповой и межгрупповой дисперсий используются ста-
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- -тистики MSw и МSь. Проверяется гипотеза Н0 : о~ =0. Можн(J 
показать, что 

где 

В случае равного числа наблюдений во вс~х группах ясно, что 
l=n. 

Сл~овательно, если нулевая гипотеза верна,_то Е(МЪ) = 
=E(MSw), если же гипотеза неверна, то E(MSь)>E(MSw). 
Тогда очевидно, что, как и в модели 1, пр~ерк~ нулевой гипо-
тезы сводится к рассмотрению отношения MSь/MSw, которое при 
справедливости Н0 имеет F-распределение: 

MSь/iИSw ,..._, F(v1, v2), v1 = "ь = k - 1, v2 = "w = N - k. 

Таким образом, в двух разных моделях дисперсионного аналнза 
для проверки по существу одной и той же гипотезы можно ис-

пользовать статистику MSь/MSw и соответствующий односторон· 
ний F-критерий. 

Если на основании этого критерия влияние фактора А при
знано статистически значимым, то представляет интерес оце

нить долю влияния изучаемого фактора. Для этого использу
ются оценки соответствующих дисперсий: 

для a2 -MS =82· 
е w е' 

1 ......... - ,.., 
для a2 ~-(MSь-MS )-=s2 

а l w ~ 

Тогда доля влияния фактора А оценивается (по Р. А. Фи
шеру) с помощью выборочного коэффициента внутриклассовой 
(внутригрупповой) корреляции 

г ~ 821<5'2 + 82 ) w а а е • 

Эта статистика есть точечная оценка коэффициента вну
триклассовой корреляции pw в генеральной совокупности. И н
т е р в а л ь н а я оценка (для равной или близкой численности 
групп) с доверительной вероятностью 1-а может быть найдена 
как 

Fэксп - F;aбJJ Fэксп - 1/F~aбJJ 
" < Pw < [ • ] • Fэксп + (k - f)·FтaбJJ Fэксп + 1/ (k-f)·FтaбJJ 
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Пример Vlll-2 [Снедекор, 1961]. Изучалась изменчивость 
размера тела у одной из пород -свиней. От 5 свиноматок взято 
по 4 поросенка. Измеряли длину поросят по достижении ими 
90 кг (табл. 53). 

Таблица 53 

Длина поросят (см), происходящих от 5 свиноматок (к примеру Vlll-2) 

Свиноматка 
(i) 

1 
2 
3 
4 
5 

93,5 
9t,O 
94,0 
88,0 
93,О 

Вычис;11яем: 

1. N=4X5=20. 
2. 0=1847,0. 
3. С= 170570,45. 

Длина поросят (X;j) 

94,5 
99,0 
91,0 
88,0 
91,0 

96,0 
96,0 
93,0 
t-7,0 
94,0 

4. SS1= 170747,00-170570,45= 176,55. 
5. SSь = 170685,38-170570,45= 114,93. 
6. SSw= 176,55-114,93=61,62. 

89,F> 
93,5 
92,0 
90,0 
90,0 

7. vь=5-1=4; vw=20-5= 15; Vt=20-l = 19. 
8. МSь= 114,93/'4=28,73. 
9. MSw=61,62/15=4,l l. 

Средняя 
длииа 

(mt) 

93,38 
95,63 
92.50 
88,25 
92,00 

10. Fэксп=28,73/4,11=6,99. F8кcп>Fo,oos(4,15) ~5,8 (см. таЬл. -IV, г Приложения). Таким образом, Р{F;;;э::Fэксп}<О,005, т. е. 
разлnчия между свиноматками значимы. Поэтому имеет смысл 

2 4 11 2 28,73 - 4,11 4 9.2 
оценка компонент дисперсии: se = , , S4 = 5 = , -
и коэффициента внутриклассовой корреляции (доли влияния 

свиноматок) rw= 4,9;~24, 11 =0154. 
Построим, наконец, 90%-ный доверительный интервал для 

pw: F~аб.- =Fo,os(l5; 4) =5,86; F;абл =Fo,os(4; 15) =3,06; 

1 
6,99- 5,86 

699+ 1 
' 5,86 х 4 

6,99-3,06 < 
6,99 + 3,06 х 4 < Pw 

0,20 < Pw < 0,97. 

Полученный результат показателен: доверительный интервал 
для Pw очень велик, поэтому не следует никогда полагаться 

только на точечную оценку! 
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§ 5. ПОНЯТИЕ О ДВУХФАКТОРНОМ ДИСПЕРСИОННОМ АНАЛИЗЕ 

Пример Vlll-3 [Снедекор, 1961]. У трех видов цитрусовых 
деревьев было определено при трех условиях затенения отно
шение листовой поверхности к сухой массе листьев (табл. 54). 
Значимы ли различия по изучаемому признаку: 1) между вида
ми цитрусовых, 2) при разной степени затенения? 

Таблица 54 

Отношение листовой поверхности к сухой массе .листьев 
у цитрусовых (к при!\1еру Vlll-3) 

В11д 

Степень затенения 
грейпфрут 1 апельсин мандарин 

На солнце. 112 90 123 
Частичное затенение • 86 73 89 
В тени 80 62 Ь1 

Решение поставленной задачи требует применения двухфак
торного дисперсионного анализа. Один исследуемый фактор 
здесь - вид цитрусовых А, другой - условия выращивания В. 
Все три вида испытываются в одних и тех же для каждого вида 
условиях, т. е. каждому уровню одного фактора соответствует 
каждый и один и тот же уровень другого фактора. Это случай 
полной, или перекрестной, классификации. По самой постановке 
сформулированного в примере VIII-3 вопроса по обоим факто
рам следует рассматривать модели с фиксированными эффек
тами (модель 1). Своеобразие этого примера заключается в том, 
что в каждой ячейке табл. 54 содержится только од по на
блюдение. 

Двухфакторный дисперсионный анализ с единственным на
блюдением в ячейке (без повторностей) имеет важное приме-
нение в планировании эксперимента. , 

Пример VllI-4. В примере IV-15 проводилась полная ран
домизация четырех сортов, каждый в 5 повторностях, по делян
кам (см. таб.11. 11, рис. 34, а). Однако найти относительно одно
р од н ы й участок такого размера, чтобы его можно было раз
бить на 20 делянок, довольно трудно. Всегда будут оставаться 
сомнения, нет ли в его пределах градиента каких-то почвенных 

условий, подчас сложно установимого. Гораздо проще посту
пить следующим образом: разбить участок на пять блок о в 
с 4 делянками (см. рис. 34, 6) и проводить рандомизацию сор
тов в пределах каждого блока, а при анализе учесть влияние 
втор ого фактора - «блоки». При полной рандомизации 
сравнение столбцов одного номера (для разных сортов) в табл. 
11 смысла не имеет, это просто порядковый номер повторности. 
При выделении блоков, однако, такая процедура становится 
осмысленной: сравниваются урожаи разных сортов в пределах 
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блока. Если один фактор (сорта в нашем примере) имеет k 
уровней, а другой (блоки) - п уровней, то математические ожи
дания средних квадратов имеют вид 

E(MS )=а2 
w е• 

- 1 "'k Е(МSь) =а;+ k- t п _.,.1= 1 (111-11) 2; 

~ 1 ~п Es2 = а2 + --1 k (1'1· -11)2 
а е п - J=l 

и схема вычислений несколько изменяется: 
1-5. То же, что и в однофакторном анализе. 
6. Сумма квадратов между блоками 

SS0 = ~ "'~ ("'k хц)2 
- С . 

.... /=1 .... l-l 

7. vь=k-1; Va=n-1; vw= (k-l)(n-1); Vt=N-1. 
8-10. То же, что и в однофакторном анализе. 
11. Сумма квадратов ошибки 

SS.w = SSt - SSь - SSa. 
12. Рзксп = s';/ MSw. 

Результаты двухфакторного дисперсионного анализа удобно 
представлять в виде таблицы (табл. 55). 

Таблица 55 
Таблица двухфакторного дисперсионного анализа с перекрестной 

классификацией 

Сумма Число СреАИий 
Изменчивость степеней Fзксп квадратов 

свободы 
квадрат 

Блоки . SSa п-1 s2 
а s~/MSw 

Сорта • SSь k-1 МSь MSь/MSw 
Ошибка SSw (k - 1) (п -1) MSw 
Общая. SSt N-1 

Организация опыта с выделением блоков приводит в при-
мере VIII-4 к следующему анализу: 

6. SSa=21564,5l-21543,05=21,46. 
7. vь=4-1=3; va=5-1=4; Vw=3X4=12; Vt=20-1=19. 
11. SSw= 182,17-134,45-21,46=26,26. 
12. Fаксп=2,45. 
Таким образом, в нашем примере (табл. 56) различия между 

блоками оказались незначимыми. 
Гораздо более интересная ситуация возникает в двухфактор

ном дисперсионном анализе, когда в каждой ячейке мы имеем 
несколько повторных наблюдений. 
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Таблица 56 
Результаты дисперсионного анализа для данных примера Vlll-4 

Сумма 
Число 

Средний 
) 

1 р (f> рэксп} Изменчивость степеней Рэксп квадратов свобо.11ы квадрат 

Б.tоки . . . 21,46 4 5,36 2,45 >0.05 
Сорта • . . 134,45 3 44,82 20,47 ~0.01 
Ошибка. . 26,26 12 2,19 - -
Общая . . 182,17 19 - - -

Пример VIll-5 [Гласе, Стэнли, 1976]. Изучалась эффектив
ность двух различных методов (А) и двух различных условий 
(В) обучения геометрии. 

48 школьных классов были случайно разделены на 4 груп
пы, так что для каждой группы из 12 классов применялся один 
из методов обучения в одном из условий. В конце полугодия ис
следователь провел одну и ту же контрольную работу по гео
метрии в каждом классе. Каждый класс был охарактеризован 
по некоторому критерию успеваемости (табл. 57), баллы округ
лены до целых. 

Таблиц а 57 
ИсСJiедование зффективности разных методов и условий преподавания 

геометрии 

Условия (В) 

Метод (А) 
.11екция в классе программированное обучение 

Траuционн;ый 2 4 4 9 10 10 
5 б б 12 13 13 
6 7 7 14 14 14 
7 8 10 15 16 17 

Современный 10 10 11 21 22 22 
13 13 13 25 26 30 
14 14 15 31 32 J:l 
16 17 17 33 34 35 

В этом случае оказывается возможным оценить влияние не 
только главных эффектов А и В, но и их взаимодействия АВ. 
Наличие взаимодействия означает, что эффекты разных факто
ров не просто суммируются, но при некоторых комбинациях 
уровней факторов оказываются больше (или меньше) аддитив
ных. Поясним это упрощенным примером. Пусть лечебный эф
фект сульфамидного препарата равен 3,. а антибиотика- 5. 
Аддитивный эффект (отсутствие взаимодействия) заключается в 
том, что при совместном применении сульфамидного препарата 
и антибиотика лечебный эффект будет равен 3+5=8. Взаимо-
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действие же (положительное) может выразиться, например, в 
мультипликативной реакции: ЗХ5= 15. 

Возможность обнаружения взаимодействий является принци
пиальным достижением, полуЧенным Р. А. Фишером. 

Статистическая модель двухфакторного комплекса с повтор
ностям'i 11ыглядит следующим образом: 

Xtjk = \.1. + al + ~J + ( a~)tj + etjlt• 

где µ - общее среднее; а; - отклонения от µ, обусловленные 
действием фактора А; pj- отклонения от µ, обусловленные дей
ствием фактора В; (сх.Р)ij-отклонения от аддитивного эффекта 

(взаимодействие); eijk,...., N (О; а2 ) - «ошибки», независимые слу
чайные величины, распределенные нормально со средним О и 
дисперсией о2 • 

И вновь очень важными являются предположения: 

~k ~k. • 
"'-1;=1 а 1 =О; ~l=l (а~) 11 =='О для всех t 

и ~~= 1 ~1 =О; ~~=1 (а;?) 11 =О для всех j. 
Двухфакторные комплексы с повторностями могут быть трех 

типов: 1) равномерные (с равным числом наблюдений в каждой 
ячейке), 2) пропорциональные и 3) непропорциональные (с про
извольным, разным числом наблюдений в ячейке). Пример про
порционального комплекса показан в табл. 58. Пропорциональ-

Т а блиц а 58 

Пр~порцнональныА комплекс ,11,вухфакторноrо днспёрснонноrо анализа 

в 

Факторы 
2 

1 
1 

п11 =2 
1 

n12=4 
1 

п1 .=б 

А 2 
1 

n21=3 
1 

n22=6 ·1 п2.=9 

з 
1 

nз1=2 
1 

nз2=4 
1 

n3.=6 

п.1 =7 n=21 

хым называется такой комплекс, для численности любой ячей
ки которого выполняется условие 

п1 • п. 1 
n,i=-n-. 

И теоретически, и технически хорошо разработаны равно
мерные комплексы. Ситуация несколько осложняется для про-
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порциональных и становится совсем СJюжной для непропорцио
нальных комплексов, здесь возможно применение лишь прибли
женных и весьма трудоемких с выЧислительной точки зрения ме
тодов. Поэтому всегда следует стремиться при планировании 
эксперимента к равномерному или в крайнем случае к пропор
циональному комплексу. Более того, если комплекс оказывается 
все-таки непропорциональным, выгоднее исключить (случайным 
образом) часть наблюдений (5-10%), чем вести его полный 
анализ. 

Если оба фактора имеют фиксированные уровни, то это бу
дет модель 1 двухфакторного анализа; если уровни обоих фак
торов случайные, то речь идет о модели 11. Возможен и третий 
вариант: уровни одного фактора фиксированные, другого - слу-
чайные; это смешанная модель. . 

До сих пор мы говорили о схеме полной классификации. 
Очень часто, однако, приходится иметь дело с иерархической 
классификацией. 

Пример Vlll-6. В примере VllI-2 была приведена часть ма
териалов более обширного эксперимента. В действитель1:1ости 3 
хряка скрещивались каждый с 5 свиноматками, причем ни один 
хряк не скрещивался с одной и той же свиноматкой и в Потом
стве каждой матки отдельно учитывались признаки четырех по
росят. Таким образом, дисперсионный комплекс был двухфак
торным иерархическим, его структура представлена на рис. 46. 

Хря кv. 

ААА 
Сlиноматки 2345 72345 12345 

Порос11та х,,, Х121 Х351 

х"2 х,22 X35z 

з:"J .x,2J Х353 

' Х714 X7z4 Хзн 

Рис. 46. Схема двухфакторной иерархической uассификации (к при
меру VIII-6). 

§ 6. НЕСОГЛАСОВАННОСТЬ С МОДЕЛЬЮ ДИСПЕРСИОННОГО 
АНАЛИЗА И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДАННЫХ 

Напомним, что в модели однофакторного дисперсионного 
анализа с фиксиреванными эффектами делаются следующие 
предположения: 
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- -1. Xi;= µ + щ + ei;, причем ~:=1 ai=O. «Нелинейность» экспери-
ментальной ситуации может заключаться, например, в том, что 
эфф'ект данного уровня неодинаков для всех изучаемых объек
тов, т. е., другими словами, имеет место внутригрупповая гете

рогенность. 

2. ';';; - независимые нормально распределенные случайные 
величины с одной и той же дисперсией о2• Нарушение условия 
независимости может возникать, в частности, при проведении 

повторных наблюдений над одними и теми же объектами. Закон 
распределения, например нормальность, является, как правило, 

свойством признака. Нередки ситуации, когда определенный 
уровень фактора влияет не только на групповую среднюю, но и 
на дисперсию, и тогда условие равенства дисперсий во всех 
группах будет нарушаться. 

Существует ряд методов, с помощью которых можно прове
рить, выполняются ли требования модели в конкретном материа
ле, подлежащем изучению с помощью дисперсионного анализа. 

Поскольку вопрос о границах применимости дисперсионного 
анализа очень важен, отметим, что этот вопрос неоднократно 

изучался и продолжает интенсивно изучаться специалистами по 

математической статистике. Правда, исследование осуществля
ется, как правило, не аналитически (на необходимом уровне 
строгости), а вследствие чрезвычайной сложности возникающих 
задач, путем проведения статистических экспериментов, часто с 

использованием электронно-вычислительных машин. 

Если попытаться совсем кратко (и огрубленно) суммировать 
имеющиеся на сегодняшний день результаты, то можно сказать 
следующее. Аппарат дисперсионного анализа вполне применим, 
если распределение куполообразно и не резко асимметрично, а 
групповые дисперсии различаются в 1,5-2,5 раза. По-видимому, 
допустимы и значительно большие отклонения, но пр и у с л о
в и и равенства числа наблюдений в группах в однофакторном 
анализе и равномерности двухфакторного комплекса. 

Нередко еще до начала эксперимента у биолога могут быть 
соображения о виде распределения изучаемого признака. И если, 
например, предполагаются биномиальное или пуассоновское 
распределения, для которых среднее и дисперсия связаны, то, 

конечно, не следует надеяться на устойчивость модели Диспер
сионного анализа. В этих и аналогичных случаях надо ~аранее 
предусмотреть и осуществить преобразование шкалы измерений, 
которое дает распределение, по крайней мере близкое к нор
мальному, и стабилизирует дисперсию. 

В случае распределения Пуассона обычно используется пре

образование Ух или, для малых значений х, преобразование 

)'х+с, где оптимальным является с=О,386. 
В случае биномиального распределения обычно берется 
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2 arc sinl'h, где h - частота события (дисперсия стабилизируется 
для значений h от 0,05 до 0,95). 

Для асимметричных, вытянутых вправо распределений, ча
сто встречающихся особенно в физиологии, целесообразно пре
образование lg х. 

Вообще говоря, если экспериментатор проводит обширные 
опыты на протяжении достаточно длител~ного времени, рабо
тая с какими-то определенными признаками, всегда полезно не 

ограничиваться вычислением статистических оценок параметров, 

но попытаться построить соответствующее распределение и ис

следовать его более подробно. 

§ 7. СРАВНЕНИЕ. ПАРАМЕТРОВ ПОЛОЖЕНИЯ НЕСКОЛЬКИХ 
НЕИЗВЕСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

Д.Ля сравнения параметров положения нескольких генераль
ных совокупностей, имеющих неизвестное распределение, пред
Jiожено несколько непараметрических критериев. Здесь мы рас
смотрим один из них- критерий КрускаJiа-Уоллиса, эффектив
ность которого сравнима с эффективностью F-критерия. 

Подобно тому, как F-критерий в однофакторном дисперси
онном анализе является обобщением ,двухвыборочного /-крите
рия, критерий Крускала-Уоллиса есть обобщение критерия 
Вилкоксона -Манна - Уитни на случай сравнения параметров 
положения нескольких совокупностей с неизвестными распреде
Jiениями. 

Пусть. (хн, ... , Х 1п.}, (х21, ... , х2п.), .•. , (Xki, ... , х kпk) - не
зависимые выборки из совокупностей, каждая из которых име
ет непрерывную функцию распределения Fi(x), i=l, ... , k. 
Проверяется гипотеза Н0: 't'1 = ... ='t'k='t' о равенстве парамет
ров положения этих k совокупностей. Альтернатива Н1 : 't'i=F't' 

подразумевает, что по крайней мере одна из совокупностей от
личается от всех других параметром положения. Ситуация, за 
искJ'Iючением предположений о нормальности распределений и 
о равенстве внутригрупповых дисперсий, аналогична модели 1 
однофакторного дисперсионного анализа. Поскольку распреде
ления сравниваемых совокупностей неизвестны, гипотезу Н0 сле
дует проверять с помощью непараметрического критерия. 

В качестве меры различия параметров положения в критерии 

Крускала-Уоллиса по существу выступает статистика U Ман
на - Уитни. Проиллюстрируем это примером. 

Пример Vlll-7 (М. В. Падкина, 1978 г.). У четырех Штам
мов дрожжей Saccharomyces cerevisiae определяли константу 
Михаэлиса - Ментен Км ( 1 о-з М) для кислой фосфатазы. Для 
каждого штамма проведено 3-4 повторных опыта по выделе
нию фермента и определению его активности. Результаты пред-
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став.'lены в табл. 59. Разл~гrаются ли штам~1ы по этому показа
те.1ю? 

Таблица 59 

Значения Км (10-3М) для четырех штаммов дрожжей 

Saccharomyces cere'Dlslae (к примеру VIIl-7) 

Номер штамма 

1- 2 з 4 

2,17 2,08 1,66 1,52 
1,92 2,00 1,20 1,66 
2,20 2,12 1,61 1,59 

1,92 1,47 

Имеем 4 независимые выборки (k=4), объемы которых со
ответственно: n1=3, n2=4, n3=3, n4=4; общее число наблюде
ний N=:EL1 ni='l4. Составим матрицу сравнений (табл. 60). 

Таблица 6(} 

Матрица сравнений к построению критерия Крускала - Уоллиса 
(см. пример Vlll-7) 

х11 12.11 1,922,2012.08 2,00 2,12 1,92 I J,66 1,20 1,61 l 1,52 1,66 1,.59 1.47 

2,17 + + + + + + + + + + + 
1,92 - - - ± + + + + + + + 
2,20 + + + + + + + + + + + 

2,08 - + - + + + + + + + 
2,00 - + - + + + + + + + 
2,12 - + - + + + + + + + 
1,92 - ± - + + + + + + + 

1,66 - - - - - - - + ± + + 
1,20 - - - - - - - - - - -
1,6] - - - - - - - + - + + 

1,52 - - - - - - - - + -
1,66 - - - - - - - ± + + 
1,59 - - - - - - - - + -
1,47 - - - - - - - - + -

иtj 3,5 8,5 26,5 34,5 

29,5 31,5 6,5 5,5 

Каждый столбец этой матрицы представляет собой сравнение 
одной из выборок со всеми остальными. В двух нижних строках 
приведены значения И t и И i : 
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и + ++ 1 ± i =Т1 2 7; и 

где тt. тi-. Tf- ЧИСЛО знаков «+», «-», «±» в i-м столбце 
матрицы соответственно. (Используя соотношение U t .+ U 1- = 
=ni(N-ni), проверьте правильность вычислений). Как и в слу-

.- -..L 

чае критерия Вилкоксона-Манна-Уитни, статистики Ui и 
....... 
u1- равноправны и мы будем использовать только одну из 

них - иt' обозначая ее просто ui. 
Статистика критерия Крускала- Уолляса конструируется 

следующим образом. Построим нормированную случайную ве
личину 

и = Ui - Eli; ,._, N (О· 1) 
1 11 - ' • 

DU1 

распределение которой, как известно (гл. VI, § 7), уже при ма
лых значениях ni хорошо аппроксимируется нормированным нор
мальным _распределением. Ее математическое ожидание есть 
при Но 

В качестве статистики DUi, как и в случае параметрического 
дисперсионного анализа, используется внутригрупповая диспер

сия. 

Можно показать,.что 

DiJ, = 1
1
2 n1 (№-1). 

Если справедлива Н0, то распределение случайной величины -и~ при пi-оо (практически при ni~5) есть распределение 

x,2 (v), v= 1: 

(- -)2 ui = И;-!!._И; ,_,Х2 (v), v = 1. 
DU1 

Статистика Крускала-Уоллиса по существу есть сумма таких 
- k -величин Н' = ~l=l и~. Очевидно, что только (k-1) слагаемых 

зависимы, поэтому если величину Н' усреднить по k и помно
жить на (k-1), то полученная величина будет примерно рас-
пределена как 'Х2 с числом степеней свободы v=k-1: -..... Н' (k 1) 

Н= k- ---x2 (v), v=k-1. 
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Аппроксимация удовлетворительна при ~бъемах выборок ni~5 

или чиСJ!е выборок k ~ 3. Статистика Н называется статисти
кой Крускала - Уоллиса. После соответствующих подстановок 
она принимает вид 

- 12 k 1 - - ') Н = N N + 1) ~ n. [ И1 - EU1]-. ~ ,.;,.1=1 i 

Если имеются совпадения, то вычисJ1яется статистика Н* с по~ 
правкой: 

- н - 1 ~g -: -Н* =---;:::;; А= № N . (с1~ -с1), 1- А - J=l 

где g- число групп совпадений; с; - число совпадающих зна
чений в j-й группе. 

Подставляя вместо Ui и с; наблюдаемые значения Ui и с;, 
* / 2 

получим Нэксп, сравнение которого со значениями Ха (k-1) по-
зволяет делать выводы о справедливости гипотезы Н0• Таким 
образом, мы получили критерий Крускала-Уоллиса. 

Пример Vlll-7 (продолжение). Имеем g=2, с 1 =2 и с2 =2, 
поправка на совпадения А=О,0044. 

и - ~ (3,5- 16,5) 2 + (8,5 - 20)2 + (26,5- 16,5)2 + 
Jlэксп-14.\5 3 4 3 

+ (34,5; 20)2 = 10,02 н· 10,02 io об 
и эксп = 1 - 0,0044 = ' . 

Критические значения (табл. V Приложения) Н0,05 (3) =7,81 
и Но,01(3)=11,3. Следовательно, О,Оl<Р{Н*;;;;:::Н:ксп }<О,05, т. е. 
нулевая гипотеза отклоняется на 5%-ном уровне значимости. 

Когда условия аппроксимации не выполняются, находят точ
ное распределение статистики Н Крускала-Уоллиса. Оно выво
дится из предположения, что при Н0 все возможные варианты 
расположения знаков « + » и «-» в матрице сравнений равнове
роятны, их общее число есть NI/ (n1ln2I ... 1 nkl), вероятность 
каждого из них равна n11 ... 1 nkl/NI . Подсчитав прямым пере
бором число разных значений Н, можно получить распределе-

ние статистики fГ (см. табл. Х Приложения). 
Пусть в примере VllI-7 сравниваются тольк~перв~е три вы-

борки. Тогда И1 =3,5, И2=8,5 и U3 =21; ЕИ1 ,,;ЕИз=10,5 и 

EV2=EU4= 12; Нэксп=б,12. Согласно табл. Х Приложения 
Ho,os~; 3; 4) =5,73 и Н0,о 1 (3; 3; 4) =6,75. Следовательно, 0,01 < 
<Р{Н~Нэксп}<О,05. 

Только после того, как критерий Крускала-Уоллиса выявил 
неоднородность сравниваемых совокупностей в целом, можно 
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перейти к следующему этапу статистического анализа - множе
ственным сравнениям. Для этого все k выборок сравниваем по
парно с помощью критерия Вилкоксона-Манна:-Уитни. 

Пример Vlll-7 (окончаи11е). Экспериментальные значения 
UtJ(1tCcп) статистики Манна-Уитни, полученные при попарном 
сравнении четырех штаммов дрожжей, приведены в табл. 61. 

Таблица 61 

Матрица множественных сравнений для данных примера 
Vlll-7 (приведены значения Ulj (зксn)) 

Номер 
штамма 

2 
3 
4 

3,5 
о 
о 

2 

о 
о 

3 

5,5 

Объемы первой и третьей выборок слишком малы, чтобы Го
ворить о существенности значений U31 =0, U41 =0 и V32=0. 
Только значение U42=0, которое равно критическому Uo,02s(4,4) 
(см. табл. VIII Приложения), свидетельству~т о различиях меж
ду параметрами положения второй и четвертой совокупностей. 

Итак, при уровне значимости а=О,05 кислые фосфатазы вто
рого и четвертого штаммов дрожжей существенно различаются 
по сродству' к субстрату (по Км). 

Задачи 

VIll·l. И:Jучали процент гемоглобина у кур разных пород (таб.11. 62). 

Табпица 62 

Процент гемогпобина у кур разных пород (к задаче Vlll-1) 

Порода Процент гемоглобина 

Итальянские 87 92 86 91 90 93 
Куропатчатые 91 90 88 89 
Минорки .. 85 82 85 86 
Бентамки .. 82 82 85 83 81 

О.в:инаков ли этот показатель у разных пород? 
Какую модель дисперсионного анапиза вы выберете: модель 1 ипи мо

депь II? В задаче речь идет о «проценте:., следует ли попьзоваться преобра
зованием 2 arc sinVh? Проводя дисперсионный анализ попных данных, по
пробуйте выровнять число наблюдений, отбросив по таблице случайных чи
сел два наблюдения .в первой и одно в четвертой группах. 

VIll·2 [Bliss, 1967]. Определялась концентрация билирубина в сыворотке 
крови восьми здоровых мужчин. Пред11арительный анализ ПО[{азал, что дис
персии признака внутри групп выравниваются, если использовать преобразо
вание lg х. Поэтому в табл. 63 приведены уже преобразованные значения. 
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Достоверны ли и насколько велики в общей изменчивости различия между 
разными людьми по содержанию билирубина? 

0,36 
0,15 
0,61 
0,43 
0,43 
0,74 
0,53 
0,82 

Таблица 63 

Концентрация билирубина в сыворотке крови (10-1 мr/мл) 
(к задаче VIll-2) 

ИнднвнА 

2 3 4 5 б 7 8 

0,43 0,61 0,99 0,79 0,72 0,92 1,18 
0,53 0,61 0,83 0,91 0,83 1,18 l,lt 
0,61 0,85 0,83 0,83. 0,74 0,98 0,68 
0,53 о,ы 0,83 0,83 1,0:l 1,16 0,98 
0,96 0,74 0,79 0,88 0,88 0,95 0,83 
0,85 O,i9 0,88 1,01 0,91 0,98 1,11 
0,74 0,96 1,00 0,92 1,06 1,04 1,09 
0,51 0,74 о.~в 0,87 0,91 1,04 t,11 

VIII-3." Покажите, что в случае двух выборок (k=2) статистика F-кри
терия для дисперсионного анализа идентична статистике t-критерия (ер. за
дачу VI-10). 

VIII-4. С четырех участков почвы был произведен высев бактерий: на 
10 чашек Петри с питательной: средой:, где каждая бактерия _дает начало 
колонии. Число колоний:, образовавшихся на каждой: из чашек, представле
но в табл. 64. Различается ли число бактерий: в почве сравниваемых участ-
ков? Нужно ли преобразование данных и каюе? · 

Участок 
nочвы 

1 
2 
3 
4 

Таблица 64 

Число колоний: на чашках Петри (к задаче VIIl-4) 

Число ко.1оний на чашках 

2 3 4 5 б 7 8 9 10 

7 4 8 10 10 7 16 11 7 12 
5 10 9 4 7 5 1 11 12 15 
6 7 9 10 15 14 12 12 4 7 
7 7 11 10 8 8 12 7 12 8 

VIII-5 {Снедекор, 1961]. В табл. 65 приведены частоты растений: сои, 
пораженных раком стебля. Проведите дисперсионный анализ этих данных. 
Каков закон распределения изучаемого призн~ка? 

Таблица 65 

Процент растений: сои, пораженных раком стебля (к задаче Vlll-5) 

Сорт 

Блок 
А в с D Г: F 

.1 19,3 - 10,1 25,2 14,0 3,3 3,t 
2 29,2 34,7 36,5 30,2 35,8 9,6 
3 1,0 14,0 23,4 7,2 1,1 1,0 
4 6,4 5,6 12,9 8,9 2,0 t,O 
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VIIl-6 {Снеде1юр, 1961]. Определялась численность четырех видов планк
тона в пробах (табл. 66). Проведите дисперсионный анализ этих данных. 
Почему эдесь необходимо и что дает преобразование lg х? 

Таблица 66 

Численность четырех видов планктона (к задаче Vlll-6) 

~ 1 11 111 

1 

IV 
. 

1 895 1520 43300 11 ООО 
2 540 1610 32 800 н 600 
3 1020 1900 28 800 8 260 
4 470 1350 34600 9830 
5 428 980 27 800 7 600 
6 620 1710 32800 9650 
7 760 1930 28 100 8900 

VIIl-7. Ч. Дарвин в течение многих лет экспериментировал с растения
ми. Результаты одного нз его опытов представлены в табл. 67. По поводу 
9тнх данных он писал: «Так как измерению было подвергнуто небольшое 

Таблица 67 

Zea mays (молодые растения) 

. Цифры (в дюi\мах) расположены Цифры (в дюймах) расположены согласно их величине 
так, как они приведены 

у м-ра Дарвина в отдельных горшках в одном ряду 

Пере- Самоопы- Пере- 1 Самоопы- Пере- Самоопы-
крестно-

ленные крестно-. ленные крестно- ленные Разниuа 
опыленные опыленные опыленные 

Столбец 1 11 111 IV 1 v VI VII Vlll 

rо·ршок 23'/8 173/s 234/s '}03/s 234/8 203/8 -31/s 
1 12 203/s 21 20 232/s 20 -32/s 

21 20 12 173/в 23 20 -3 

Горшок 22 20 22 20 221/s 185/s -3'/в 
11 191/8 183/s 214/s 185/s 221/s 185/в -34/в 

214/8 185/s 191 /s 183/8 22 183/8 -35/8 

Горшок 221/s 185/8 237/в 185/в 21 5/в 18 -3"/s 
ш 203/s 152/в 221/s 18 214/в 18 -3'/в 

182/s 164/ 8 21Ьfs 164/ 8 21 18 -3 
2}Б/8 18 203(8 J 62/s 21 173/в -35/в 
232/в 162/в 182/в 152/s 203/в 164/8 -37/в 

ro~voк 21 18 -23 18 191/s 162/8 -27/в 
221/е 126/s 221/в 18 182/в 154/8 -26/в 
23 t S'/в 21 154/s 12 152/в +З2/в 
12 18 12 126/s 12 126/в +06/в 
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число растений от перекрестного опыления и самоопыления, то мне было 
чрезвычайно важно узнать, в какой степени достоверны полученные средине 
величины. Поэтому я попросил мистера Гальтона, который имел большой 
опыт в статистических исследованиях, посмотреть некоторые из моих таблиц 
измерений:.. 

В ответном письме Ф. Гальтон сообщал, что он согласен с выводом 
Дарвина о превосходстве перекрестиоопыленных растений над самоопылен
ными растениями, но что -точная цифровая оценка этого превосходства пред
ставляется невозможной; с ... трудность заключается в том, что мы не знаем 
точного закона, которому подчиняется ряд; ... наблюдения· ... слишком мало
численны ... ». 

Проведите статистический анализ результатов этого эксперимента. Про
комментируйте следующие строки из письма Ф. Гальтона: 

«Данные наблюдений в том виде, в каком я получил их, показаны в 
столбцах 11 и 111 (см. табл. 67), где в них на первый взгляд, несом
ненно, нельзя усмотреть какой-либо правильности. Но как только мы распо
ложим их согласно их величине, так, как это сделано в столбцах IV и V, 
дело существенно изменится. Мы видим теперь, за немногими исключениями, 
что в каждом горшке наиболее высокое растение на той стороне, где поса
жены перекрестноопыленные растения, превосходит наиболее высокое расте
ние на той стороне, где посажены самоопыленные растения, что второе по 
высоте растение превосходит соответствующее ему второе, третье превосхо

АИТ третье и т. д. Из пятнадцати случаев, приведенных в таблице, имеется 
.:пишь два исключения из этого правила. Мы можем поэтому с уверенностью 
утверждать, что ряд перекрестноопыленных растений всегда будет обнару
живать превосходство над рядом самоопыленных растений в пределах тех 
условий, при которых производился настоящий опыт:..• 

• Д а р в и н Ч. Соч., т. 6. Перекрестное опыление 
М.; Л., Изд-во АН СССР, 1950, с. 272-275. 

и самоопыление. 



ГЛАВА IX 

АНАЛИЗ СТАТИСТИЧЕСКИХ СВЯЗЕН 

В этой главе будут рассмотрены задачи линейной регрессии, 
линейной корреляции, оценки рангового коэффициента корре
ляции (при ненормальности двумерного распределения), а так
же задача анализа таблиц сопряженности для качественных 
признаков, по сути являющаяся корреляционной задачей. 

§ 1. МОДЕЛЬ ЛИНЕRНОИ РЕГРЕССИИ 

Вспомним пример IV-18. В этом примере в отличие от ранее 
рассмотренных мы имеем две переменные: независимую, или 

свободную (доза облуче~ия), переменную х и зависимую, или 

связанную, переменную у (частота мутаций). При этом важно, 
что х есть величина неслучайная, ее !начения регистрируются 

(фиксируются) точно, без ошибок, а у является случайной ве
личиной. Нас прежде всего интересует установление функцио-

нальной зависимости у от х вида y=f(x), наглядно показанной 
на рис. 36. Уравнение il=f (х) называется уравнением регрессии 
у на х. 

Вообще говоря, у может зависеть от нескольких переменных: 
x(I), х<2>, ••• , x<n>, т. е. y=f(x(l), х<2>, ••• , x<n>). Мы будем рас
сматривать лишь случай зависимости от одной переменной. Но 
и в этом случае вид функции f(x) может быть .'IЮбым и в об
щем случае описываться полиномом 

у= f (х) = а0 + а1 х + а2 х11 + ... + ап х11 =~;=о а1 х1• 
Мы будем рассматривать лишь линейную регрессию 

у=х+рх. 

Не слишком ли узким является круг обсуждаемых вопросов? 
Нет. Во-первых, зависимости, близкие к линейным, нередко 
встречаются в биологии. Во-вторых, преобразуя масштабы по 
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осям координат, многие типы зависимости можно достаточно 
точно свести к линейным (см. § 4, табл. 69 и рис. 52). 

В последнем уравнении пара-
метр р называют коэффициентом 
линейной регрессии; х - свобод
ным членом. При х=О у='Х, т. е. 
х - значение у в точке пересече

ния линии регрессии с осью ор

динат. При· х =О р = у/х, т. е. 
р - тангенс угла наклона линии 

регрессии к оси абсцисс (рис. 47). 
Мы будем пользоваться в 

дальнейшем и другой формой за
писи уравнения линейной регрес
сии: 

о 

Рис. 47. Геометрическая интер
претация параметров х и р в 
уравнении линейной регрессии. 

и=хо+ р (х-тх)' 

где mx=~~7=1Xi и п-число наблюдений. Тогда у= ('Xo-Pmx) + 
+ рх и 'Х = ?Co-Pmx. Этот вид записи оказывается удобным, по
скольку можно получить независимые статистические оценки 

коэффициента регрессии и свободного члена. 
В дальнейшем греческими буквами 'Х и р будем обозначать 

параметры генеральной совокупности (константы), а латински
·ми а и Ь - выборочные оценки этих параметров. 

Пусть х - неслучайная (фиксированная) переменная, зна
чения которой х1 , х2 , ••. , Xn точно, без ошибки, задаются (или 

~ 
х, 

R • 

Рис. 48. Модель линейной регрессии. 

известны). Значениям xi соот
ветствуют значения случайных -
величин Yi, независимых и нор
мально распределенных с па

раметрами µi и о2 • Будем 
предполагать, что для любого 
µ и х имеет место линейная 
зависимость 

µ='Х+ РХ='Хо+ р (х-тх). 

Таким образом, Дисперсии 

Dyi пред>полагают~ся ра1вны
•м1и, а µi лежат на прямой 
(рис. 48). 

Итак, статистическая задача заключается 
том, чтобы оценить параметры х0 , р и о2 , т. е. 
брать прямую регрессии у по х: 

прежде всего в 

необходимо подо-

л 

у=ао+Ь(х-тх), 

наилучшим образом описывающую (оценивающую) зависимость 

у от х в генеральной совокупности. 
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§ 2. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ МОДЕШI ЛИНЕИНОЯ 
РЕГРЕССИИ 

Для оценки параметров линии регрессии используется ме
тод наименьших квадратов, который по существу совпадает с 
методом максимального правдоподобия в случае нормально рас
пределенных наблюдений (см. гл. V, § 1). Поэтому статистики, 
получаемые методом наименьших квадратов, оказываются не

смещенными и эффективными. Суть метода заключается в мини
мизации сумм квадратов отклонений наблюдаемых значений Yi 

л 

от гипотетических (теоретических) yi: 
~п л 2 ~п 9 

R=~1=1(Yt-Y1> =~i=I [У1-ао-Ь(х1--т.х>J-. 

Чтобы найти а0 и Ь, продифференцируем R по а0 и по Ь, при
равняв производные нулю: 

ддR = - 2 ~n [ у1 - а0 - Ь (xi - тх) ]2 =О; 
ао ~l=I 

~~ = - 2 ~п [yi-a0 -b (х1 -rnx)] (х1 -т.х) =О. 
~l=l 

Отсюда имеем 

~;=1 у1 - na0 - Ь ~;= 1 (х 1 - тх) =О; 

~;=1 У1 (х1 =-_т.х)- а0 ~;=1 (х1 - т.х) -Ь ~;=1 (xi - т,)2 =О. 
~п 1 ~n 

Так как ~i-I (х1 - тх) =О, то а0 = n """i=l у1 = т>" тогда 

а =ту+ Ьт.х. Коэффициент линейной регрессии равен 

Ь = ~;=l (Xt - m.i-) Yt 

~~ (х1 - т.х)2 ~1=1 

В последнем выражении числитель можно видоизменить: 

~п ~п ~п 
~i=l (х, - т.х) У1= """l=l (Х1 - т.х)У; -ту ~i=1 (х, -тх) = 

= ~;=1 (х1 - т1') (Yi - ту). 
Таким образом, статистиками для оценивания хо, х и ~ явля-
ются 

а0 = ту; - -
а =ту-Ьтх; 

~;=! (х1 - тх) (.Yt - ;;;) 
Ь-

~п (x·-m )2 
~i=I ' х 
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Обычно в биологических задачах представляет интерес ста
тистический анализ коэффициента линейной регрессии. Коэффи
циент линейной регрессии р - это константа, которая оценива
ется с помощью статистики, являющейся случайной величиной. 
Поэтому выборочный коэффициент Ь есть реализация случай-

tIОЙ величины Ь, закон и параметры распределения которой тре
буется найти. 

Поскольку Ь есть линейная комбинация нормально распреде
ленных величин, то она распределена нормально со средним 

значением ЕЬ = р (проверьте это утверждение!), так как метод 
наименьших квадратов дает несмещенные оценки. Найдем дис-

персию Db, вспомнив, что Dyi=(J2; 

Db=D i= = - [~~ 1 (xi - т.х) Yl] 
~;=l (xi - тх)2 

_ D [(х1 - тх) У1 + (Х2 - тх) ~ + ... + (Хп - тх) Уп] 
- [~;=l (Xi- mх)2г 

а2 ~;=1 (~i - тх)2 - а2 

- l~;=l (х1 - тх)2г - ~;=1 (xi - тх)2 

Найдем теперь статистику для оценивания (J2• 

Выборочное значение s2 (оценка (J2) связано с рассеянием 
л 

полученных в эксперименте значений Yi вокруг значений Yi, ле-
л 

жащих на линии регрессии у=а0+Ь(х-тх), параметры которой 
были оценены по методу наименьших квадратов. Поэтому ста
тистикой для оценивания (J2 является случайная величина 

- \ ~п - л 
s2=n-2~i=t (У1-У1)2. 

Число степеней свободы здесь 
меньше числа наблюдений на 
два, так как при вычислении ли

нии регрессии на систему были 
наложены два линейных ограни-

у 
У; -- --- - -- .(х~,у;)'сr--т+-т-

__ ____ ..:_ (.Xi,Y,)-

.\t\il 
т - -- '!>\!' _"*;__-:-+-.........,.'-"""'-=-

'!/ q~o.o' (m.x, а0) чения: 

.r 

Как удобно вычислять значе- Рис. 49. Из чего CJJaraeтcя откло-
"1п ( л ) 2 иение (Y1-mv)? 

ние ..,1_ 1 у1 - у1 по экспери-
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ментальным данным? Обратимся к рис. 49. Здесь показаны пи-
л 

ния регрессии у = а0 + Ь (х- тж), проходящая через точки 
л 

(тж, ао) и (xi, у1.), и значение (xi. Yi), наблюдаемое в экспери-
менте. Можно видеть, что отклонение точки (xi, Yi) от среднего 
арифметического т11 состоит из двух частей: отклонения Yi от 

л л 

значения Yi, лежащего на линии регрессии, и отклонения Yi от 
среднего т11 =ао. Рассмотрим тождество 

- - л А --

Yz - ту== (у, - У1) +(у, - ту). 

Возведем в квадрат обе его части: 

<.У,_ ;,у>2 = [ <it-~)+<.У, - my>]2. 
Суммируя по i, получим 

~;=1 (у, -'iny)2 = ~;=1 (у, - у,)2 + ~;=1 (У1 - ;,у)2 . 
так как сумма попарных произведений равна нулю (см. гл. 
VIll,§1). ; 

Сумма квадратов, обусловленная регрессией, может быть 
найдена как 

)"'11 (у, -my)2 = Ь2 "'п (х, - тх)2 = ь "'п (xi- тх) (y,-my)= ""'"811-1 ~1=1 ~i=l 

[ ~;=l (xz- тх) (.У1 - ';пу) ]2 
~·1 
~i=l (х; - mx)l 

Таким образом, интересующее нас рассеяние эксперименталь
ных точек вокруг линии регрессии («ошибка»), называемое сум
мой квадратов остатков, или остатком, вычисляется как 

'°'п - л '°'п - - [!i;=l (Xz - тх) (у, - ,;;у) ]2 

~ (у,-у,)2 = ~ (у, - ту)2 - !in 
1~1 1=1 (х1 - mxJ2 1=1 

и статистика s2 для оценивания о2 принимает вид 

sz=-- (у,-т )2- . . 
- ] 1~11 - - [!i;=1(x1-mx)(y;-,;;y)] 2

) 

п - 2 1=1 У ~п (xz - mxP 
~l-1 

Тогда статистикой для оцениваниЯ дисперсии Db выборочного 

коэффициента линейной регрессии Ь является, очевидно, 

- &2 S2 _______ _ 
ь- п • 

~. (x1-mx>2 -1=1 
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Величина sь называется стандартной ошибкой выборочного ко

эффициента линейной регрессии Ь. 
Для практических расчетов удобны формулы 

~п 1 ~п ~п 
""-lt=l Х1 Yl - п ""-li=l Х1 ""-lt=l Yl 

Ь = ~п 2 ] ( ~п )2 
""-1/=1 Xl - n ""-1/=l Х/ 

S2 __ 1_ ["'п 2 _ ..!_ ("'п )2 _ ~~1 Х1 Yi - * ~;=l Xt ~;=I Yt] • 
- п - 2 ,.. 1_1 У1 п .... _ 1Yt ~п 2 1 (~п )2 • 

- 1- Х·-- Х/ 
i=l 1 п l=l 

(см. § 1 гл. 11, задачи 11-3 и IX-6). 
Пример IX-1 [Рокицкий, 1973]. Фактическая урожайность 

культур на одной ферме в последовательные годы была следу
ющей (ц/га): 

Год ..•... 1953 
7,8 

1954 1955 1956 
7,7 8,5 10,О 

1957 
8,4 

1958 1959 
Урожайность .• 11,3 t0,5 

Значимо ли увеличение урожайности? 
Число наблюдений п = 7. Кодируя годы через -3, -2, ... , 

7 7 
+з, получаем ~1_1 х1 =О, тх =О; ~1=1 у1 =64,2, ту= 9, 17; 
~7 7 ~7 
""-lt=t х~= 28; ~1=1 у~ =600,88; ""-11=1 х1у1 =15,2. _Тогда 

цJra у 

12 

10 

8 

7 

о 

_.,-J 

1953 1954 

7 
~1-1 (х,-тх)2=28; 
~7 1 
""-lt=l (у1 - ту)2 = 600,88- 7 Х 64,22=12,07; 

о 

-1 2 

1955 1956 1957 1958 

J J 

1959 
Голь~ 

7 
~l=l (х, - тх) (у1 - ту)= 15,2. 

Далее 'получаем Ь = 15,2/28 = 
= 0,543; а= 9,17. Уравнен.не ли-

неihной регреооии у=9,17+0,543х 
(в .конкретrных прн·мерах обhl'Чно 
пишут для упрощения у &место 

у) . Оценка а2 ршна s2 = 
= 1/5 ( 12~07 - 15,2/28) = 2,305, 

f'ис. 50. Результат perpeccr.uннoro 

оцен;ка Db равна s~ = 2,305/28 = 
= 0,0832 1и оценка «ошибки» ко
эффициента л•юнейной реnрессии 
sь = 0,288. анализа д.пя данных примера IX-1. 
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Представление исходных данных и результата их анализа на 
одном графике позволяет наглядно убедиться, насколько они со
гласуются друг с другом (рис. 50). В данном примере разброс 
экспериментальных точек вокруг линии регрессии достаточно ве

лик и найденное уравнение регрессии отражает, по-видимому, 
лишь общую тенденцию к возрастанию в сложной картине изме
нения урожайности по годам. 

§ З. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О ЗНАЧЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТА 

ЛИНЕИНОИ РЕГРЕССИИ 

После того как получено уравнение линейной регрессии 
л 

у=а+Ьх и вычислена оценка дисперсии коэффициента регрес-
сии s1, возникает задача сравнения Ь с некоторым гипотетиче
ским значением р. Чаще всего, когда просто требуется ответить 
на вопрос о достоверности применяемого воздействия, проверя
ется Н0: р=О. Или, другими словами, достоверно ли угол на
клона линии регрессии отличается от нуля? (Заметим, что Но: 
р=О не единственная возможная гипотеза, см., например, за
дачу IX-7.) 

Решение задачи оказывается простым. Точно так же, как в 
гл. V было показано, что 

т - µ. ,.._, t (v) v = п - 1, 
;/у-п · 

можно показать, что 

ь~р ,._,t(v), v=n-2. 
sь 

Поэтому, вычислив 
IЬ-PI 

tаксп = sь , 

остается сравнить полученное значение tаксп с табличным ta12 (v), 
v=n-2 (см. табл. 111 Приложения). 

Вернемся к примеру IX-1: 
t9КСП = 0,543/0,228 = 1,89, V = 5, 

qто дает 0,05<P{ltl ;;;э:tэисп}<О,10, т. е. увеличение урожая от го
да к году значимо лишь на 10%-ном уровне значимости.· 

§ 4. СРАВНЕНИЕ ДВУХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЛИНЕИНОИ 
РЕГРЕССИИ ~ 1 И ~i 

Пример IX-2 [Фишер, 1958]. В табл. 68 приведены деся
тичные логарифмы объемов, занимаемых по мере роста клет
ками морской водоросли. Над культурой А наблюдения ве-
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Таблица 68 

Рост двух культур морской водоросяи * (к примеру IX-2) 

Дин учета 

(Х;) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

3,59 
3,82 
4,17 
4,53 
4,96 
5,16 
5,50 
5,60 
6,09 

Ку.11ьтура 

* V - объем, занимаемый клетками. 

3,54 
3,83 
4,35 
4,83 
4,91 
5,30 
5,57 
6,04 

лись девять дней, над культурой В - восемь дней. Различа
ются ли кривые роста достоверно? Построив график, убеждаем
ся, что в принятой шкале измерений в обоих случаях зависи-
мость lg V от х близка к линейной. · 

Таким образом, мы пришли к сравнению двух коэффициен
тов линейной регрессии ~ 1 ·и ~2, когда CJ2 неизвестна. Эта 
задача ничем не отличается от задачи сравнения двух средних 

µ 1 и µ2 нормально распределенных совокупностей (см. гл. V). 

Если а~= а~= а, то вычисЛяем 

_ 1ь1 -- Ь2I 
iзксп- v . 

s 1 /~;': 1 (x11 -mx.>z + l/~;~1 (x2i-mx,)2 

при v=n1+n2-4, где 
52 = ( n1 - 2) si + (n2 - 2) s~ 

п1 +п2 -4 

ECiIИ ai =1= а~, то, как и при сравнении выборочных средних, 

вычисляют si и s~. а затем 

t _ IЬ1 -Ь2I 
зксп- v 2 2 

sь, + sь. 
при v, определенном из 

.!_=с2 +<I -c)2, 
'1 '11 '12 

rде 
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Дадим решение примера IX-2. 
Культура А: n1 =9; кодируя дни учета -4, -3, ... , +4, 

9 9 9 
получаем ~1_1 хн= О; тх, =О; ~i=l xi1 = 60; ~l=l Ун-: 43,42; 

9 9 
ту, =4,824; ~1_ 1 Yi1 ::::z214,8884; ~1=1 х11 Ун= 18,63. Тогда 

9 ~9 """9 
~I=• (Хн - mx,)2 = 60; """i=t (Ун-ту,)2 =5,4496; """i=l (хн-тх,) Х 
>< (у11 - ту,)= 18,63. Далее получаем bi = 0,3105; а1 = 4,8~. 

л 

Уравнение регрессии: у< 1 > =4,82 + 0,31 lx. Оценка дисперсии 
о~ равна si = 0,0479. 

~8 ~8 2 
Культура В: n2 = 8; """i=l Х21=-4; тх. =-0,5; """1_ 1x2i = 44; 

~~=lY21 =38,41; ту,= 4,796; ~~=l Y~i = 189,1565;-~~=l Х21 Yit = 
8 8 

=-4,62. Тогда ~1_ 1 (Х21 -тх,)2 =42; ~l=l (у21-ту,)2 =5,1436; 

~~-i (х21 - тх2 ) (Уи - ту,)= 14,565. Далее получаем Ь2 =0,3468; 
а2 = 4,970. Уравнен"ие регрессии у<2> = 4,97 + 0,347 х. Оценка 
дисперсии о~ равна s~ = 0,0154. 

Сравнение выборочных дисперсий дает Рзксп = s;/s~ = 3, 10 
и согласно табл. IV Приложения Р \F ~ Рsксп } >О, 1, т. е. при
нимается гипотеза Н0: ai =а~= о2 • Поэтому 

s2 = 7 . 0,0479 + 6 . 0,0154/13 = 0,0329; 
1 0,311 ~ 0,3471 

fэксп = 0,99; \1 ~ 13; 
у'" 0,0329 (1/60+ 1 /42) 

Р \t >- f эксn} > 0,05. 

Таким образом, кривые роста 
культур А ·и _В не ~различаются. 
Результаты а'Нал1иза наглядно 
пред·стаtВлены на рис. 51. 

В п:римере IX-2 линейная 
зависимость от времен·и ;роста 

кульТ)'lры 1На•блюдала•сь \Не для 
регистрируемого признака .:___ 
объема, за·нятого культурой, 
а для логарифма объема. Очень 
ча·сто не.линейные за1Висимости, 
подча·с достаточно -сло.>ЮНые, 

могут быть Л•Инеаризованы 
простыми Пiреобра:юван·иями: 

Некоторые типы та•ких •пре
образова1Ний ·11Jред·ставлены •в 
та·б.11. 69. На •РИ·с. 52 •показано, 
ка·к выглядят иоеюдные к·ривые. 

\.gV у 
6 Р· • 

4 / 
-4 -J -2 -1 о 7 2 J 4;:. 

J 
7 2 J 4 5 6 7 8 9 

Днм 

Рис. 51. Резуяьтаты регрессионного 
анаяиза дяя данных примера IX-2. 

1 - .nив11я реrресс:вв д.пя ку.nьтуры А; 

2 - то же д.пя ку.nьтуры В. 
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8=1/! 
8•1/J K•l 
/!=О к=е 

8=-1 K•1fJ 

.r 

8 

Рис. 52. Вид функций, методы линеаризации которых указаны в таб.п. 69. 

Таблица 69 
Преобразования, испо.пьзуемые д.пя линеаризации некоторых функций 

Вид функции Прямоугольные координаты* 

рис. 52 1 формула абсцисса ордината 

а у=а.хЬ 
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Ь=2 

Ь=3 

Ь=1/2 

Ь= 1/3 

log .х logy 
.х,2 у 

.х,З у 

ух у 

з,-
t' х у 



П родоА31Сение таблицы 69 

Вид функции Прямоугольные координаты* 

рис. 52 формула абсцисса ордината 

Ь=-1 1/х у 

h=-2 1/х2 у 

б у=аЬХ х log у 
y=alogx logx у 

в у=аеЬхс хе logy 
1 

z У= а+ Ьх х 1/у 

д 
х 

У= а +ьх х х/у 

е у=а + Ьх + сх2 х (у - Уо)/(х - Хо) 
х 

31С У= а+ьх + сх2 х-х0 (х - Хо)/(у - Уо) 

1 
з у= 1 + ье-с.х х log [(а/у) - 1) 

* (хо. у0) - координаты произвольной точки на эмпирической кривой. 

В связи с этим необходимо сделать два замечания. Во-первых, 
удовлетворительные результаты могут быть получены путем 
применения к одним и тем же исходным данным разных пре

образований. Поэтому при выборе вида преобразования сле
дует использовать все возможные сведения о предполагаемом 

виде зависимости. Во-вторых, в отношении преобразованщих 
величин должны выполняться все условия модели, обсуждав
шиеся ранее (см. § 1). 

§ 5. СОПОСТАВЛЕНИЕ РЕГРЕССИОННОЯ И КОРРЕЩЩИОННОИ 
ЗАДАЧ 

Пример IX-3. Оценим связь между массой жабр (х1 ) и мас
сой тела (х2 ) у краба Pachygrapsus crassipes по данным при
мера IV-17. 

Это типичный пример корреляционной задачи: у одного 
объекта регистрируются значения двух количественных при
знаков и ставится вопрос о наличии связи между значениями 

признаков в генеральной совокупности. 
Модель линейной корреляции между двумя признаками 

основана на двумерном нормальном распределении, причем 

коэффициент корреляции р является одним из параметров это
го распределения (см. гп. 111, § 6). Подчеркнем, что вы ч и е
ле ни е выборочного коэффициента корреляции по формулам, 
которые мы ниже получим, возможно для любого распределе-
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ния, но ст ат ист и ч е с к и е о ц е н к и и в ы в о д ы, осно

ванные на этом, справедливы только в предположении двумер

ного нормального распределения. 

Сопоставление примеров IX-1 .и IX-3 ясно показывает раз
личия между регрессионной и корреляционной задачами. В рег-

рессионной задаче только одна из двух величин (у)_ явл~ется 

случайной, в корреляционной задаче обе величины (х 1 и х2 ) -

случайные. 
В формальном (математическом) отношении регрессии и 

корреляцИя тесно связаны между собой. Мы не будем обсуж
дать эти вопросы, фиксируя внимание на пр ин ц и пиал ь
н ы х (особенно в биологических приложениях) различиях в 
структур е м о д е л е й рег{>ессионного и корреляционного 
анализа. 

§ 6. ОЦЕНl(А 1(03ФФИЦИЕНТА l(ОРРЕЛЯЦИИ р 

Найдем оценки т,, т2, s~, s~ и r параметров µ1, µ2, ar, а~ 
и р двумерного нормаJ1ьного распределения по данным дву-

мерной выборки (хн, -;21), (х12, ~2), ... , (x1n. ~n) с по
мощью метода максимального правдоподобия. Будем, как и 
раньше, искать максимум логарифма функции правдоподобия: 

ln L (р.1, р.2 , 0 1, а2 , р) = - nln (2'1ta1o2 Vl-p2)-

1 [ ~;=t (хн - 1ч>2 ·2 ~;=t (хн·- f-11) (х21 - /.t2) 

- 2 (1 - р"') ? - р ai а1а2 

~п (Х<-· - 112)~ ] 
°"""i=I "' ' + ·.> • 

а· 2 

Дифференцируя ln L по µ1, µ2, а1, а2 и р, приравнивая производ
ные нулю, подставляя, наконец, вместо Значений параметров 
их оценки т1 , т2 , s 1, s2 и r, читатель может получить в ре

зультате решения уравнений правдоподобия следующие ста
тистики для оценки всех пяти параметров 1;tвумерного нормаль

ного распределения: · 
- 1 п -
m1=-~ Х1·" n °"""i=l Р 
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Величина r, служащая точечной оценкой параметра р дву
мерного нормального распределения, называется выборочны.1r~ 
коэффициентом линейной корреляции, или коэффициентом кор
реляции Пирсона. 

Удобной для вычисления значений r является формула 

"" п 1 "" п "" п .L.Ji=l Х1/Х21 - n .L.Ji=I Xц .L.Ji=l Х21 

r==~r=====================::;::=========:;:========~ 11[ п ,1 ( п )"j [ п 2 1 ( п . "] v ~1=1 Xft - n ~l=l Хц ~l-1 Xzt - n ~i=l X2t) 

(см. § 2 и задачу IX-6). 
Вернемся к примеру IX-3. Глазомерная оценка данных, 

представленных на рис. 35, убеждает, что зависимость между - -
х1 и х2 можно считать линейной, т. е. линеаризующее преобра
зование данных не требуется (ер. задачу IX-3). Тогда имеем 

""12 ""12 . ""12 . 2 ' 
n = 12; .L.Jl=l Х11==2347; .L.Ji-l Х21=144,57; .L.Ji=l Хн== 583403; 

12 2 -· • ""п _ ~12 ~i=l х2; 2204, 185, .L.Ji=l х11Х2; -34837, 10. Отсюда ~t=t (х1 , -

-m1)2 ==124368,917; ~~~1 (х2.-т2)2 ==462,478; ~~:1 (Х1 ; -

- т1) (х2,-т2) = 6561,618 и 
6561,618 

r = 124368,917X4t>:.!,478 ==О,87 . 

Полученное значение r==0,87 свидетельствует, по-видимому, 
о сильной положительной корреляции между массой жабр и 
массой тела у краба. 

Следующий необходимый этап анализа -установление ста
тистической значимости полученного результата, что сводится 
по существу к проверке гипотезы о независимости двух нор-- -
мально распределенных случайных величин х1 и х2 • 

' ' 

§ 7. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О НЕЗАВИСИМОСТИ ДВУХ 
НОРМАЛ.ЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

Распределение статистики r (r-распределение) не выража
ется в элементарных функциях, тем не менее оно достаточно 
подробно изучено. В общем случае оно резко отличается от 
нормального и сходится к нему чрезвычайно медленно (нера
зумно пользоваться нормальной аппроксимацией при n<500!). 

Можно показать, что случайная величина ;; V 1 _:;.2 яв.11яется 
комбинацией трех независимых случайных величин: и,..., N(O; 1); - -
X~"':X.2 (v1), v1=n-l, и Z~"':X.2 (v2), vz==n-2, :___ 
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r 
---===--

Поэтому в частном, но важном для практики случае, когда 
р =О, имеем 

- -r и 

V1-г2 =v12 ' 

~ 

где x2 ,...,x2 (v), v=n-2. Помножив обе части на 1"v-1"n-2, 
получаем 

В таком случае можно проверить гипотезу Н0: р=О, т. е. 
проверить, являются ли два нормальных распределения не

з а в и с им ы ми (см. § 6 гл. 111). Для этого требуется найти 
значение 

t _ \r\Vn=2 
зксп - Vt _f.i 

и сравнить его с критическим значением ta.i2 (v). v=n-2. 
Указанное свойство позволяет вычислить критические зна

чения 

ta.12 (v) 
r"12(v)= 'V =n-2, 

У ta;2 (v) + n - 2 ' 

такие, что Р {r;;;ai:r а.!2 ( v)} = ci/2. Эти значения приведены в 
табл. XI Приложения. Таким образом, для проверки гипотезы 
о независимости достаточно сравнить экспериментальное зна

чение /rэксп/ с табличным Га.,"2(v), v=n-2. 
Проверим значимость результата в примере IX-3. Имеем 

r=0,87, v= 12-2= 10; находим 

t - 0•87 Jfi2=2 - 5 58 
эксп - Jfl -0,872 - ' . 

Согласно табл. 111 Приложения to.0005 (10) =4,59,. следователь
но P{lt/:;;;:::tэi;cп}<0,001, т. е. между массой жабр и массой 
тела у краба имеется высокозначимая положительная корре
ляция. 

Оо табл. XI Приложения r0,ooo5 (10) =0,82, следовательно, 

P{/rl ;;;а~:rэксп}<О,001, т. е. мы приходим к тому же выводу., 
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§ 8. СРАВНЕНИЕ ДВУХ l(ОЭФФИЦИЕНТОВ КОРРЕЛЯЦИИ р1 И р2 

Р. А. Фишер в 1921 г. указал замечательное нормализую
щее и стабилизирующее дисперсию преобразование с.1учайноii 

величины r: 

- 1 1 +;: 
Z=21п ---, 

1-r 

которое не зависит ни от р, ~и от п. Если n>50, то распреде
JJение случайной величины z близко к нормальному со ере.в.
ним и дисперсией: 

- 1 l+p - 1 Ez = 2 ln 1 _ Р и Dz = п _ 3 • 

Таким образом, нормированная случайная величина 

- z-вz 
и= ,._, N (О; 1). 

\1/nz 
Для перевода значений r в z и обратно используют таблицу 
XII Приложения. 

С помощью z-преобразования можно проверять гипоте&у Н.0: 
р1 = р2 о равенстве коэффициентов корреляции двух двумер
ных нормальных распределений. Если эта гипотеза верна, -то 
случайная величина 

- -u = z1 - z2 ~ N (О; 1) 
Vl/(n1-3J+ l/(n2-J) 

и для проверки Н0 вычисленное по выборке значение 1 Uэксиf 
сравнивают с Ua./2. 

При n<50 такой критерий становится консерват~вным, т. е. 
малочувствительным к отклонениям от нулевои гипотезы. 

В связи с этим Г. Хотеллинг, изучая возможности улучшении 
z-преобразования, в 1953 г. нашел, что распределение случай
ной величины 

z* = z- (Зz + r)/4n 
более близко к нормальному, чем распределение z, при этом: 

- 1 Dz*=--1 • 
п-

Следовательно, если верна гипотеза Н0 : р1 = р2, то 
-* -· - Zl - Z2 

U= VГ/(п1 - !) + l/1n2 - l) --N(O; l). 

Таким образом, сравнивая / Иэксп 1 и Ua12, можно проверять 
Но. Критерий пригоден д.~1я малых выборок (п1~п2 ~10). 
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Пример IX-4 (Г. И. Арнаутова, 1982 г.). У Primula macro
calyx изучалась связь между числом. семян на коробочку и 
массой семени. Для длинностолбчатых растений (Д-форма) 
r1= -0,41 ттри n 1=26; для короткостолбчатых (К-форма) 
r2= -0,51 при n2=20. Существенны ли различия в силе связи 
между этими признаками у Д- и К-форм? 

По таблице XII, а Приложения находим z1=0,44 и 
Z:.=0,56; 

1 1 = 1 0,44 - 0,fiб 1 = о 38 
Uзксп V 1123:+-1117 ' ' 

следовательно, Р{ 1 йl ~Uэксп} »О,10. (Преобразование Г. Хо
теллинга в данном случае не вносит существенных изменений). 

Таким образом, нет оснований считать, что сила связи меж
ду числом семян на коробочку и массой семени различна у Д
и К-форм. 

§ 9. РАНГОВАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ 

Пусть (х1, У1), ... , (xn, Yn) - выборка объема п из двумер
ной генеральной совокупности с непрерывной функцией рас
пределения F (х, у). G (х) и Н (у) - маргинальные функции 

р'асriределения соответственно х и у. Требуется проверить гипо
тезу Н0 : F(x, у) =G(x) ·Н(у) о независимости случайных 

величин х и у. 

Если функция распределения F (х, у) не имеет двумерного 
нормального распределения, то для проверки гипотезы Н0 не
обходимо предпочесть непараметрический критерий. Непара
метрический критерий следует предпочесть и тогда, когда в ка
честве альтернативы ожидается нелинейная корреляционная 
зависимость. Непараметрическую статистику для оценки связи 
можно получить, если в статистике коэффициента корреляции 

Гlи_рсона 7 за_менить случайные величины ;i и [h их ранга~ 
R (xi) и Q (Yi), которые будем далее обозначать просто Rt 
и Qi: если 
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Символами R и Q обозначены средние ранги, которые равны 
R = Q = 1 /2 (п + 1) (см. задачу 11-4). Напомним также, что 

11 - ._ 11 - - 1 
~1_ 1 (R, - R) 2 = ~1= 1 ( Q1 - Q )2 = 12 п (n2 -1) (см. задачу П-5). 

Подставив эти значения ~ выражение для r8 , получаем 

- 12 "'1" (- n+l)(- n...J..·1) Гs= n(n2 - J) ~i=I R, - -2- Q, - -2- ' 

что легко преобразуется в выражение, более удобное для вы
числений: 

- 6 11 - - 6[) 
's = 1 - п (n' -1) ~l=I (R, - Q.)2= l - n(n.J -1) • 

где D ~?-1 (Ri-Qi) 2• Эта статистика носит название стати
стики коэффициента ранговой корреляции Спирмена. Впервые 
она была предложена аме~иканским _психологом Ч. Э. Спир-

меном в 1904 г. Величина r8 (как и r) может принимать зна
чения от -1 до + l и является мерой коррелированности ран-

rов Ri и ~. 
Подобно многим другим непараметрическим статистикам, -

rs осно~на на комбина~рике всех возможных упорядочений 

рангов Ri относительно Qi. Распределение ее можно вывести, 
используя следующую урновую схему. В двух урнах находятся 
по п шаров, пронумерованных от 1 до п. Шары извJ1екаются 

наугад парами, по одному из ~аждой урны. Пусть Ri - номер 

i-го шара из первой урны, а Qi - номер i-го шара из второй 

урны. Ri может принимать значения Ri= 1, ... , п и Qi также 
может принимать значения Qi= 1, ... , п. Нас интересует рас-

пределение случайной величины D=~?-1 (~-Qi) 2, которая 
есть сумма квадратов. разностей для всех п пар номеров. 
Чтобы найти это распределение, расположим пары случайных 

величин (Ri, Qi) в порядке возрастания значений R;: 

Ri: 1, 2, ... , п-1, п; 
Qi: Q1, Q2, · · ·• Qп-1, Qn. 

Очевидно, что если Q1 приняло .11юбое из п возможных значе
ний, то Q2 может принять любое из оставшихсн (п-1) значе
ний и т. д., Qп- 1 может принять любое из двух оставшихся 
значений, наконец, Qn прин.имает единственное, оставшееся 
последним значение. Таким образом, всего возможно 
ti· (п.:._1) .... ·2· l=n! равновероятных наборов (перестано
вок) значений Qi. Поскольку значения, которые может прини-
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мать случайная величина Ri. не зависят от значений случай

ной величины Qi, то столько же возможно наборов значений 
и для пар (Ri, Q°;). Следовательно, вероя~ость ~аждого та
кого набора значений равна 1/п!, если Ri и Qi являются 
независимыми. Чтобы найти распределение случайной величи-

ны D, нужно подсчитать, сколько раз (a.i) сумма квадратов 

разностей ~~=1 (.R';- Qi) 2 принимает значение D, и тогда ве-
. -

роятности _!{D=D} =aJ/n! задают распре~еление случайной 

величины D. Очевидно, что распределение rs с точностью до 

константы совпадает с распределением D. Распределение rs 
затабулировано (табл. XIII Приложения). 

Найдем математическое ожидание r8 . Для этого сначала 

найдем математическое ожидание D, которую можно предста
вить 

D- ~п R~-2 ~п R Q- + ""1п -Q~ 
- ~/=\ 1 ... i=1 • • ~i=\ t• 

Так как. (R1, ... , Rn) и (Q1, ... , Q,i) суть перестановки целых 
чисел от 1 до п, то согласно результату в задаче 11-5 

'\:,~ R~= ""1п f.Л=-61:_n(n+ 1)(2n+ 1). 
~t=l ~1=1 

Следовательно, 

D= ~ п(п+ 1)(2п+ 1)-2 ~;=1 RJJ,. 
Тогда математическое ожидание этой величины есть 

ED= ~ п(п + 1)(2п + 1)-2Е (~;=1 k, Q;), 

где, очевидно, 

так что 

- 1 1 1 
ED = 3 п(п+1)(2п + 1)- 2 п(п+1 )2 = 6 n (п2 - 1). 

В итоге, возвращаясь к величине "'г8, получаем 

Ers=E[ 1 - ntn~D_ 1,) =0. 

Та:~ш.м ;образом, статистика r8 имеет все свойства коэффи· 
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циента корреляции и проверка гипотезы Н0 о независимости 
случайных величин сводится к проверке гипотезы Н0: ps=O 
о равенстве нулю такого параметра р8 двумерной генеральной 

совокупности, оценкой которого служит статистика r8 • 

Далее можно показать, что дисперсия статистики r8 равна 

Dr~=-1-n-1 

и нормированная случайная величина и при n-+oo 

и- __ rs - Ers rs-0 - v--
---==-= =rs п-1 ~N(O; 1). 
у Drs l/v п-1 

Практически эта· аппроксимация удовлетворительна при п>ЗО. 

При п~ 15 распределение r8 хорошо аппроксимируется t-рас
пределением с числом степеней свободы v=n-2: 

- - /- п-2 t= rs 11 _ 2 ~t('I), 'l=n-2. 
V l-r.)' 

Если среди значений Xi и (или) Yi имеются совпадающие зна
чения, то им приписывают усредненные ранги и статистику и 

вычисляют с поправками Тх и Ту на совпадения: 

_ [гs - ~ (тх+fу>]vп-1 
и*= - ' 

(1 - TxHl - Ту) 

t - . 1 "'1k (с~ - с) и t - 1 "'1 1 (Ь 3 - ь ) Где x--n(n~-l)"-lj-1 1 ) Y-n(n2-1) ""'"g=l g g. 

Здесь, в свою очередь, k - чис40 групп совпадающих значе
ний Xi; Cj - число совпадающих значений Xi в j-й группе; 
l - число совпадающих значений yi; bg - число совпадающих 
значений Yi в g-й группе. 

Пример IX-5 (А. П. Виноградов, 1961 г., А. Ленинджер, 
1974 г.). В табл. 70 приведено содержание наиболее распро
страненных химических элементов (ат.%) в литосфере . (xi) и 
в организме человека (Yi). Связаны ли эти показатели между 
собой? 

Прежде чем приступать к вычислениям, полезно предста
вить данные графически (рис. 53, а). Т~гда _:тановится очевид-
ным, что статистическую связь между Xi и Yi (если она имеет
ся) вряд ли можно назвать линейной и потому для проверки 
гипотезы об их независимости применение коэффициента ран-
1·овой корреляции Спирмена представляется более оправдан
ным, нежели коэффициента корреляции Пирсона. Действитель
но, связь между изучаемыми величинами становится гораздо 
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Таблиц а 70 

Содержание химических элементов (ат.%) в литосфере (Xi) и организме 
человека (yi) (к примеру IX-5) 

н 3,0 60,3 9 10 -1 1 
о 58,0 :25,5 10 9 1 1 
с 0,15 IO,!'i 5 8 -3 9 
N О,о25 2,42 1 7 -6 36 
Na 2,4 0,73 8 6 2 4 
Са 2,0 0,23 7. ,'} 2 4 
р 0,05 0,13 4 3"1) 0,5 0,25 
s 0,03 0,13 3 3.5 -0,5 0,25 
к 1,4 0,036 6 2 4 16 
С! 0,026 0,032 2 1 1 1 

наглядней, если предварительно ранжировать выборочные зна
чения (рис. 53, б). 

у,ат.% 
60 ФН 

JO 

ее 

N Na 
О К~Са 

Ct.PS 
о 

а 

@)Q 5 

.х,ат.% 

JO 60 

6 
GIH 

ФС 

li>N 

li>Na 

ФСа 

@S li> Р 

ФК 

ФС1 Rt 
5 10 

Рис. 53. Содержание химических элементов в литосфере и 
в организме человека. 

а - исходные данные; б - ранжированные данные (пример IX-5). 

Значения рангов Ri и Qi показаны в табл. 70. Двум совпав
шим значениям У<з>=У<41=0,13 приписываем усредненньiй ранг 
Qз=Q4= (3+4)/2=3,5. Очевидно, что сумма разностей 
.!?=1 (Ri-Qi) должна быть равна нулю. 

Находим сумму D=~}2=1(Ri-Qi)2=72,5 и вычисляем 

1 6. 72,5 
Гs= -10(10'-1) 0,56. 
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Чтобы оценить достоверность наблюдаемого значения ран
гового коэффициента корреляции, необходимо знать распреде-

.т~ение статистики r8 в случае, когда ps=O. Для· n= 10 эт0t 
распределение показано на рис. 54. Оно получено перебором 

1,0 

o,s 

P{Fs ~ 0,65 J = О,0249 

-1,0 -О,5 о o,s 1,0 

1-'ис. 54. Распределение статистики r5 коэффициента корреляции СпирменЗ' 
при n = 10. 

Сумма заштрихованных площадей есть а - 0,0498 "' 0,05. 

п!= 10!=3 628 800 всех возможных перестановок для пар 
чисел Ri= 1, ... , 10 и Qi= 1, ... , 10 и подсчетом числа 
встречаемости каждого из возможных значений r8 • Заштрихо
ванные области на хвостах распределения соответствуют ве-

роятностям P{rs~-0,65} =0,0249 и P{rs~0,65} =0,0249. 
Найденное нами значение не попадает ни в одну из этих об
ластей, по~тому нет оснований отклонять нулевую гипотезу на 
уровне значимости а=О,05. 

Поскольку распределение rs симметрично относительно 
ну.т~я, то в таблицах приводят лишь положительные значения 

Тща>(п), т. е. такие, для которых P{l;sl ~'s<a>(n)}=a. В на
шем случае lrsl =rs(o,os)(lO) =0,56 и поэтому наблюдаемую 
корреляцию можно признать значимой лишь на уровне а=О,10, 
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§ 10. l(РИТЕРИЯ х.2 l(AI( l(РИТЕРИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ 

Пример IX-6 [Фишер, 1958]. Шотландские дети, отдельно 
мальчики и девочки, были расклассифицированы по признаку 
цвета волос (табл. 71). 

Таблица 71 
Цвет во~ос у шотландских детей (к примеру IX-6) 

Цвет волос 

Пол белокурый 1 
1 

1 каштано-1 
1 

рыжнй русый вый черный всего 

Мальчики . 592 119 849 504 36 2100 
Девочки; .. 544 97 677 451 14 1783 

:Всего . . 1136 1 216 1526 955 50 3883 

В этой задаче речь идет о классификации к аж дог о ин
.дивидуума по двум признакам: по полу и по цвету волос. 

К данным, представленным в таблице сопряженности призна
ков, необходимо применить критерий независимости, т. е. от
ветить на вопрос, есть ли связь между признаками «ПОЛ» и 

«цвет волос». Однако задачу можно сформулировать и по-дру
гому: есть две выборки (мальчики и девочки) и сравниваются 
.два выборочных распределения признака «цвет волос», 1'. е. 
мы вернулись к критерию однородности из § 3 гл. VII. 

Действите.1ьно, математически критерий однородности и 
критерий независимости идентичны. Различие заключается в 
{)и о лог и ческой постановке вопроса. В следующем при
мере, с точки зрения биолога, есть смысл говорить лишь о кри
терии независимости. 

Пример IX-7 [Рокицкий, 1973]. Оценивалась конституция 
каракульских овец при. рождении и в полуторагодовалом воз

расте (табл. 72). Есть ли зависимость между. конституцией 
:ягнят в разном возрасте? 

Таб.1ица 72 
l(онституция каракульских овец в разном возрасте 

(к примеру IX-7) 

В полуторагодовалом возрасте 

При рождении Всего 
нежная крепкая грубая 

Нежная 16 52 21 89 
Крепкая 15 485 325 826 
Грубая. 28 190 374 592 

Всего 59 727 721 1507 
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'§ 11. ОБ ИНТЕРПРЕТАЦИИ СТАТИСТИЧЕСКИХ ЗАВИСИМОСТЕЯ 

Пример IX-8 (Н. А. Агаджанян, А. Ю. Катков, 1981 г.). 
Западногерманский врач-оюшлог Э. ван Аакен наблюдал за 
500 пожилыми бегунами и 500 небегающими людьми той же 
возрастной группы в течение шести лет. За это время 29 небе
rающих заболели раком, а среди бегунов заболело раком 
только четверо. Результаты наблюдений можно представить в 
виде таблицы сопряженности 2Х2 (табл. 73). 

Таблиц а 73 

Таблица сопряженности 2Х2 для данных примера IX-8 

Пациен-rы 

Бегуны ... 
Небегающие 

Всего .. 

Заболевшие 

4 
29 

33 

Здоровые 

496 
471 

967 

Всего 

500 
500 

1000 

Имеем Х2зксn= 18,05; Р{х2~Х2энсn} <0,001. Налицо явная 
отрицательная корреляция: занятия бегом сопровождаются 
низкой заболеваемостью раком. 

Можно ли на основании этих данных рекомендовать пожи
JIЫМ людям бег в качестве эффективного средства борьбы с ра
ком? Очевидно, нет. 

Здесь мы имеем наглядный пример того, как наличие ст а
т и ст и ч е с к о й связи не выявляет и не указывает направле
ния п р и ч и н н о - с л е д с т в е н н о й связи. Действительно, 
наравне с выводом о том, что бег является причиной низкой 
забо.1еваемости раком, правомерен и обратный вывод: бегом 
предпочитают заниматься здоровые люди. 

Для того чтобы сделать выбор между этими альтернатива
ми, нужны вне ст ат ист и чес кие соображения. Напри
мер, следовало бы изменить схему эксперимента: часть пожи
лых бегунов должна была бы прекратить занятия бегом, 
а часть небегающих должна была бы начать регулярные заня
тия бегом. Ясно, что такая насильственная ситуация неприем
лема, и потому столь неоднозначными бывают выводы из по
добных исследований. 

«Статистическая зависимость, как бы ни была она сильна, 
никогда не может установить пр и чинной · связи: наши 
идеи о причине должны приходить извне статистики, в конеч

ном счете из другой теории ... Нам нет нужды углубляться в 
философское обсуждение этого вопроса; для наших целей не
обходимо только ·еще раз подчеркнуть, что статистическая <Jа
висимость любого сорта логически не влечет .причинной ... 

Последователи Карла Пирсона и Юла в первом приступе 
энтузиазма, порожденного корреляционной техникой, легко де
лали опрометчивые выводы. Это продолжалось до тех пор, 
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пока ... Юл ( 1926) не напугал статистиков примерами высоких 
корреляций, которые, очевидно, не выражали причинных свя
зей. . . Большинство этих "бессмысленных" корреляций дейст
вует через сопутствующие изменения во времени. Упомянутые 
примеры име.пи благотворный эффект, доводя до сознания ста
тистиков, что причинная зависимость не может быть выведена 
ни из какого наблюдаемого совместного изменения, даже са
мого тесного» [Кендалл, Стьюарт, 1973, с. 374-375]. 

3 ад а ч и 
IX-1 (В. Уэлдон, 1906 г.). Из 12 игральных костей половина окрашена 

в красный цвет, половина - в белый. Испытание 1 заключается в одновре
менном подбрасывании 12 костей и записи суммы выпавших на них очков. 
Испытание 11 состоит в том, что кости, окрашенные в красный цвет, остав
ляют на столе в том положении, как они выпали в испытании 1; кости? 
окрашенные в белый цвет, снова подбрасывают; записывают сумму очков·, 
выпавших на 12 костях. Будут ли испытания 1 и 11 независимыми? Как бьr 
вы смоделировали в такого рода эксперименте варьирование силы связ!f 

~1ежду испытаниями 1 и 11? 
IX-2. Измеряются два признака листа: 1) длина пластинки и 2) длина 

листа, т. е. сумма длины ·листа и длины черешка. Будут ли эти признаки 
независимыми или скоррелированиыми? 

IX-3 [Терентьев, Ростова, 1977]. Оцените связь между массой тела н до
.1ей, какую масса мозга составляет от общей массы у обыкновенного тю.1еня: 

Масса тела, кг ... 7,5 12,5 17,5 22,5 37,5 27,5 32,5 
Масса мозга, % ..• 4,10 2,24 1,12 0,85 0,55 0,68 0,55 

Требуется ли здесь лннеаризирующее преобразование? 
IX-4. Проведите статистический анализ данных из примера IV-18 (см. 

табл. 14). 
IX-5. Проведите статистический анализ данных из примера IV·l9 (см. 

табл. 15). 
IX-6. Покажите, что 

п( )- - п -1 п п~ 
~l=l Xt - mx (Yt - ту)= ~l=l Х1У1-n ~i=l Xj ~l=l Yt· 

IX-7 [Брауили, 1977). Скорость крови определяли двумя методами: обы<r
ным, путем непосредственного измерения, и новым, технически более про
стым (табл. 74). Если новый метод дает те же результаты, то коэффициент 

Таблица 74 
Результаты измерения скорости крови обычным (Х;) 

и новым (у1) методами (к задаче IX-7) 

1190 
1455 
1550 
1730 
1745 
1770 
1900 
1920 
1960 
2295 

1115 
1425 
1515 
1795 
1715 
1710 
1830 
1920 
'970 
2300 

2335 
2490 
2720 
2710 
2530 
2900 
2760 
3010 

У; 

2280 
2520 
2630 
2740 
2390 
2800 
2630 
297(1 

регрессии должен быть равен единице. Проверьте эту гипотезу. Можно ли 
для решения возникшей у физиолога задачи привлечь другую статистиче·
скую модель помимо линейной регрессuи? 
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IX-8 [Урбах, 1975]. При облучении гамма-лучамп наблюдается падение 
.актпвности фермента (в % к контролю): 

Доза, кР (D) . . • . • . • • • О 3 7,5 15 30 45 60 
Активность фермента (А) . . . 100 81,5 77,0 39,9 21,8 10,7 4,43 

Предполагается, что активность фермента убывает по показательному зако

ну А=А0е-т0 . Оцените коэффициент у. 
IX-9 [Урбах, 1975]. Изучалось уменьшение темпов размножения двух 

штаммов бактерий при рентгеновском облучении (в % к контролю): 
Доза, кР . 1 2 3 4 5 6 7 

1-й штамм . 96 87 83 77 71 63 62 

2-й штамм • 93 88 85 73 73 67 

Сравните кривые доза-эффект. 
IX-10. Давалась оценка хлебопекарного качества муки простого помо

ла Q после прогревания ее при 170° F в течение различных период~в вре
мени (часы, Т): 

т . . . 0,25 0,50 6,75 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0 6,0 8,0 
Q • . . 93 71 63 54 43 38 29 26 22 22 

Постройте график. Попробуйте использовать преобразования lg Т, lg Q. 
Проведите регрессионный анализ. 

IX-11 [Терентьев, Ростова, 1977]. Следует ли проводить оценку коэффи
циента ю!lрреляции r между числом боковых побегов и высотой растения 
у нивяника обыкновенного (табл. 75)? 

IX-12. Проведите статистический анализ данных из примера IX-6 (см, 
табл. 71). 

IX-13. Провед!lте статистический анализ данных из примера IX-7 (см. 
табл. 72). 

Таблиц а 75 
Распределение числа растений нивяника обыкновенного по количеству 

боковых побегов и по высоте растений (к задаче IX-11) 

Количество боковых побегов 

Высота 
о 2 3 4 5 6 7 

35 13 1 
45 62 6 3 1 1 
55 51 6 8 4 1 
65 17 о 8 5 3 1 
75 1 2 1 1 1 1 1 1 

Таблиц а 76 
Полярность (х1 ) и гидрофобность (.Yi) аминокислот (усл. ед.) 

(к задаче IX-14) 

Аминокислота xl yi Аминокислота xl У1 

Аланин . . 0,00 0,87 !' Лейцин 0,13 2,17 
Аргинин 52,00 0,85 Лизин 49,50 1,64 
Аспарагин 3,38 0,09 Метионин 1,43 1,67 
Аспарагиновая кислота 49,70 0,66 Пролин 1,58 2,77 
Валин . . . 0,13 1,87 Серин 1,67 0,07 
Гистидин 51,60 О,Ь7 1 Тирозин . 1,61 2,67 
Глицин 0,00 O,tO J Треонин . 1,66 0,07 
Глутамин 3,53 0,00 Триптофан . 2,10 3,77 
Г лута~шновая кислота. 49,90 0,67 jl Фенилаланин 0,35 '2,87 
Изолейцин . 0,13 3,15 1 Цистеин •• 1,48 1,52 
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Таблиц а 78' 
Распределение объема груди и роста (центральные значения интервалов 
в дюiмах) для 4995 женщин Великобритании (1951 г.) (к задаче IX-21) 

Объем груди 
Рост (х1) 

174 1 Всего (х,) 541561581601 62 1 64 1 66168170112 

56 1 1 
54 1 2 3 
52 1 3 4 1 1 10· 
50 1 3 5 4 1 14 
48 1 3 9 7 6 3 1 30' 
46 4 11 17 17 7 1 57 
44 2 11 26 50 45 17 10 1 162 
42 2 11 42 85 73 3t 12 3 2 261 
40 2 20 76 132 131 71 31 9 4 3 479 
38 2 36 98 158 203 126 65 17 3 1 709' 
36 6 48 188 317 410 263 89 15 1 1337 
34 1 9 67 210 376 . 427 196 59 8 1353 
32 3 5 39 131 163 122 . 31 8 1 1 50~ 
30 1 4 11 18 25 10 2 71 
28 2 1 1 4-

Всего • . . 5 33 254 813 t340 1454 750 275 56 11 4 4995 

1Х-14. Структурными элементами белков обычно служат 20 канониче
ских аминокислот, важными характеристиками которых являются полярность. 

(х1) и гидрофобность (у;) (табл. 76). Выясните, скоррелированы ли этw 
свойства. Какой критерий следует применить 11 почему? 

IX-15 [Тьюкн, 1981). Проведите корреляционный анализ данных, пред
ставленных в табл. 77. 

IX-16. Докажите, что при n=2 !!_ р=~ P{r= l}=P{r=-1}=1/2. 

IX-17. Используя тот факт, что (b-IO/sь-t(v), v=n-2, постройте до
верительный интервал для коэффициента линейной регрессии р. 

IX-18. Постройте доверительный интервал для коэффициента корреля
щш р. Какое свойство: 

Г-уп=:-2 - t(v), v=n-2, или 
у1 _ ,l 

- следует для этого использовать? 

z - Ez - N (О; 1) 

~ 

IX-19. Предложите критерий для сравнения нескольких (k) независимых 
коэффициентов корреляции. 

IX-20. Проведите корреляционный анализ для парных наблюдений ИЗ: 
примеров Vl-4, Vl-9 и задач Vl-8, Vl-9. Почему в этих случаях применяют
ся парный t-критерий или парный критерий Ви.'lкоксона? 

IX-21 [Кендалл, Стьюарт, 1973). Проведите статистический анализ: дан-· 
пых, представленных в табл. 78. 

IX-22. Проннтерпретируйте следующее высказывание Бернарда Шоу 
( 1906): «Даже опытные статистики часто оказываются не в состоянии оце
нить, до какой степени смысл статистических данных искажается молчали
выми предположениями их интерпретаторов. . . Легко доказать, что ношение 
цилиндров и зонтиков расширяет грудную клетку, удлиняет жизнь н дает 

относительный иммунитет от болезней. . . Университетский диплом, ежеднев
ная ванна, обладание тридцатью парам0и брюк, знание музыки Вагнера, 
скамья в церкви - короче всё, что подразумевает большие средства и хоро
шее. воспитание, ... может быть с помощью статистики представлено как 
магические чары, дарующие привилегии любого сорта:.. 
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

1-1. а) Урна содержит поровну белые и черные шары, символи~ирующие 
.rаметы, несущие аллель А или аллель а соответственно. Шары извлекаютс111 
парами, каждая пара символизирует генотип зиготы. б) Урна содержит по
ровну белые и черные шары, символизирующие пол новорожденного ребеw
ка. Шары извлекаются по одному. 

1-2. а) мишень-отрезок [О, оо]; б) мишень-отрезок {О, d]; в) ми
шень - отрезок [О, 100]. 

1-3. а) А 1ПА2=0 означает, что отрезки (а1, Ь 1] и (iZ2. Ь2] не пересекают
ся; б) А1ПА2 =А1 означает, что отрезок (а1, Ь1] содержится в (а2, Ь2], т. е. 
-1l2<:а1<Ь1<:Ь~ A1UA2 =A2 означает то же самое; А 1ПА2=0 означает, что 
.либо Ь1<:а2, либо Ь2<:а1. 

1-6. Р(БЧК) = 1/4. Белая окраска появляется в двух случаях: когда вы
падает белая грань и когда выпадает грань БЧК; следовательно, 
Р(Б) = 1/4+ 1/4=1/2. Аналогично Р(Ч)'=Р(К)=l/2. Далее, два цвета одно
временно появляются лишь в случае выттадения грани БЧК. Поэтому 
Р(БЧ)=Р(БК) =Р(ЧК)=l/4. Отсюда и следует, например, что Р(БЧ) = 
=Р(Б) • Р(Ч), но Р(БЧК) >Р(Б) · Р(Ч) · Р(К). 

1-8. а) Вероятность не получить 6 при бросании одной кости равна 5/6, 
.а при бросании четырех костей- (5/6) 4• Следовательно, искомая вероят
ность равна 6- (5/6) 4 ""0,518. б) Вероятность того, что на обеих костях вы
·падет 6, равна 1/36; вероятность того, что этого не произойдет - 35/36. Ве
роятность того, что при двадцати четырех бросаниях не выпадет две 1, рав
на (35/36) 24. Следовательно, искомая вероятность равна 1-(35/36) 24 ..,0,491. 

1-9. Обозначим медали первого ящика 31, 32, второго - С3, С4, третьего-
35. С6• Если первой извлечена золотая медаль, то ею равновероятно могут 
быть 3 1, 32 или 35. Только один из этих трех равновероятных исходов - 35, · 
13лечет событие: «Вторая медаJiь - серебряная». Следовательно, искомая веро
ятность р.авна 1/3. Тот же результат имеем, если во вскрытом отделении обна
ружена серебряная медаль. 

1-10. а) Вероятность того, что данный человек родится в данном меся
це, равна 1/12. Вероятность того, что 12 человек родятся в заданные меся
цы, равна (1/12) 12= 12-12. Так как месяц рождения для каждого человека 
не оговорен,. то число возможных размещений 12 человек по 12 месяцам 
равно 12! Следовательно, искомая вероятность равна 12!. 12-12= ll ! · 12-11 "" 

""0,000054. б) Вероятность рождения одного человека в заданные 2 месяца 
равна 1/6, а шести человек соответственно (l/6) 6 =6-6. Число возможных 
.размещений шести человек по двум месяцам равно 26• Число возможных 

• 2 12-11 
-сочетаний по 2 месяца из 12 в году равно С12 = -г=66. Искомая вероят· 
t1ость равна 6-6 · 26 · 66=3-6 • 66..,0,091. 

Эта задача иллюстрирует замечание французского математика Эмиля 
Бореля: « ... как только задачи на вероятности становятся сколько-нибудь 
сложными, здравый смысл, даже руководимый светлым и глубоким умом, 
не может обойтись без помощи вычислений; fJH ведет самое большее к выво
дам ... неполным и расплывчатым ... » 

11-3. Обозначим для краткости Ех = т. Тогда 

CD CD 

Dx=E (x-m)!= ~ (i-m)·J Pi= ~ (i 2 -2im + т~) Pi = 
i=O i-0 

00 CD CD 

= ~ i2p;-2m ~ ip;+nz~ ~ p1=Exl-2m·m+m2 = в'Х~ -(Ех)2. 
i=O i=O l=O 

11-6. Пус;ь {Pii}- сщ1местное распределение случайных ве.u:ичин Х1 и Х2. 

224 



Тогда 

Е (х1 + х-;) =~~=О ~;=О (i +Л Pii =~~~о t~;= 0 ipij -i 
~ф ~ф ~ф ~ф - -+ kJt=O ~1-oiPl} = kJt-0 lp/. + ~j-OJP.1=EX1 + Ех2. 

11-7. Так ка1t 

D (х1 + х2 ) = Е (х1 + .i;)2 - [Е (х1 + х"'2)] 2 = Е ( xi+ 2х1х2 + х~) -
- (Exi + Ех2) 2 = E?i + 2Е (Х1Х2) + Ех~ - (Ех1)°" + 2Ех1ЕХ2 + 

+ (Е;2)2 = [ Е'Х~ - (E~i)2] + [ Е;~ - (Е'Х2) 2] + 2 [Е (_;1_;;) - Е-:;1Е;2)= 
= Dx1 + Dx2 + 2 [Е (~х-;) - вх;-вх~J. 

то следует убедиться в том, что для независимых случайных величии 

Е{;1, ~) =Е;1 ·в;;. Имеем 

Е <ii'X2) = ~:о ~; ==0 ijplJ = ~:о ~7-о lf Pt· P·J = 

=(~:О iP1) (~7=/Pi) =Е';1Е~. 
11-8. По теореме 11-5 § 3 имеем 

J (У)= Ji (У) .J2 (У)= е>-• (У-1) е>-• (У-1) = e<>-1+>-.)(Y-l) =еЧУ-J>, 

rде А=Л1+Л2. 
11-9. На первый взгляд согласуется. Однако у нас нет объективного 

критерия, который бы оцеиНJ1 это. В гл. Vll такой критерий будет дан 
(см. задачу Vll-16). 

Для вычисления ожидаемых частот p(i) и численностей np(i) используй
те рекуррентное отношение 

п-l р . 
p(l+l)=;+t fiP(t), 

а именно: 

р (О)= qn = (2/3)12 = 0,0077073; пр (О) = 202,75; 
п р 1/3 

p(t) = 1 · q ТJ (О)= 12/1 • 213 · 0,0077073 =0,046244; пр (1) = 1216,49; 

п-1 р 1/3 
o(2)=-2-·--qp(l)=11/2· 213 ·Р(1)=0,12717; пр(2)=3345,33 и т. д. 

91 ( t ) 9 
П-10. Вероятность того, что все 9 детей-девочки, равна. gю1 2 = 

1 
= 2""' = 512 ""0,002. Мала или велика эта вероятность? Этот вопрос обсуж-
дается в § 2 гл. IV. 

11-11. Для вычисления ожидаемых частот p(i) и числеиностей np(i) исполь-
зуйте рекуррентное отношение ' 

т 

р (l + 1) = i + 1 р (i), 

т. е. 

1 
р (0) =О! тог-т=е· т= 0,8147; 
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т 
р (1)=Тр(0)=0,1670; 

т 
p(2J=тp(1J=o.om и т. д. 

CD 00 CD Ф 

Ш-2. Е (х1Х°;) = S S ху f (х, у) dxdy = S S ху / 1 (х) / 2 (у) dxdy = 
-CD - CD -0) --CD 

= l х/1 (х) (I, у/ 2 (у) dy) dx = j.,,, xfi (х) Ех2 dx=Ex-; j"" х/1 (х). dx = 

ЕХ1·Е~. 

_ ( х -вх ) 1 _ _ 
Ш-3. Еу=Е ",г _ =~(Ех-Ех)=О. 

v Dx V Dx 

_ ('х-вх) 1 _ 
Dy=D -.,r _ =-=(Dx-0)=1. 

f Dx Dx 

111-4. а) Ф (0)=0,5; бJ Ф (-1) =0,159; в) Ф (2) =0,977. 

III-5. а) Р { - 3 <а< 2\ =Ф ,2) -Ф ( -3) =0,977 -11.0014::::: 0,976; 
б) Р { -1< и-< оо) =Ф (оо)-Ф (- 1)=t -0,159 =0,841; 
В) р { \ U \ < l} . ф (1) - ф ( - 1) = 0,841 - 0,f59 = 0,682. 

г) Р { 1;; 1 < 2} = О,95~; 
д) р 11 и 1 < 3} = 0,9973; 

е) Р ! 1 u 1 < 3} = 1 - Р { / u / < 3} = 1 - 0,9973 = 0,0027. 

Ill-6. Р { / ~ 1 < 1} = 1 - 2Р {u < - ·r} = 1-2Ф (-Т)=~. откуда Ф (-т)= 
= (1 - ~)/2. Следовательно: 1) (1 - ~)/2 = 0,05, i ::::: 1,64; 2) (1 - ~)/2 = 0,025, 
т ::::: 1,96; 3) (1 - ~)/2"= 0,005, т::::: 2,58. 

Ш-7. Так как для нормированного нормаль11оrо распределния и= 

= (х - µ)/а, то ,;=-;;:; + µ =2u + 1. Поэтому 

Р { - 3 <; < 7} =Р {-3 < (2u + 1) < 7} = 
= р {-2 < ; < 3} = ф (3) - ф (-2)::::: 0,978. 

Ill-8. Аналогично задаче 111-7 :; = ;;:; + µ = 2u + 4, откуда 2""; - 7 = 

=4u + 8-7 =4;;+ 1. Неравенство / 4;; + 1 / < 2 зквивалентно - 2<1-; + 
+l <2. или-О,75<u<О,25, откуда 

P{l2;-71>2}= 1-Р{ 12;-11<2}= 

= 1 - Р (-0,75 .;; u < 0,25} = 1 - Ф (О,25) + Ф (-0,75) = 0,628. 

III-9. Случайна'я величина ; = ,;1 - :;2 имеет нормальное распределение: 
;1 - ;2 - N (-1; Vб). Следовательно, :; = ua + µ. = vк;-1, отку да-4 < 
< V5;; - 1 < 8; - 1,34 < ;; < 4,02. Значит, искомая вероятность равна 
ф (4,02) - ф ( - t,3-i) ::::: 0,91. 
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111-10. Случайная величина i =.;;. + 2;2 - 3 распределена по нормаль
ному закону с µ. = µ.1 + 2µ.2 - 3 = 3; а2 = а~ + 4а~ = 9 + 134 = 73. Следова-

rельно, 1,';1 +2;2 ·- 31 < 8 эквивалентно неравенству 1; 1<8. Далее, ; = 
;; . а + 1-'- = ;; V 13 + 3, откуда искы: ая вероятность равна 

1 - Р{ - 8 < ;;-у73 + 3 < 8} = 1 -Р / - 1,29 < ~'< 0,59}::::: 0,375. 
-· - -1+2 - .., 2 111-11. х=5а+2,откуда -1<5и+2<1.иди ---<и<.С.... 
. 5 5 

Следовательно, 

Р 11; 1 < 1} = 1 - Ф ( - 1 1 2)-Ф ( - 1; 2) =0,95, 

т. е. по таблице надо найти такое значение 11 = 1 ~ 2 , что Ф [ - 11) + 
+ Ф [ - (11 - 0,8)) = 0,05. Из таблицы находим, что при 6,,,,2,51 это равен
ство почти выполняется. Следовательно, у=56-2=10,55. 

111-12. По определению XI = ;;J, поэтому, Exi = Е;, = n;;'-1; Dxi = 
[ -n -2]2 (-2)"' ( -2)"' -= Е 'X.i - Е 'Х.1 = Е 'Х.1 • - Ех1 • = Eu4 - 1. 

Имеем 

в';.•= Sco х4 1_ е - ~ х• dx = -500 1 хзе·--} х• d (- xi)· = 
-CD Jf 21t -CD -y'"21t 2 

= -sc:o ~ хЗd (е~х•12)= soo }- 3x?e-x'f2 - _1 _ хзе- х"/2 \оо 
-CD Jf 21t -CD } 21t ,l21t -CD 

= 3 500 х2 1 е-х'/2 dx = 3Du = 3, 
- CD у' 211: 

-2 
откуда Dx1 =3-1=2. 

111-13. а) Р<:О,001; б) Р<О,025; в) Р>О,975. 
111-14. а) P{t>2,2}=0,025; б) P{I tj >2,2}=0,05; в) у=2,36; г) у=З,50. 
111-15. а) 0,005<P<O,Ol; б) 0,01 <Р<О,025; в) Р<О,0005. 
IV-4. При построении обычной (линейной) гистограммы за точку отсче. 

та на оси абсцисс возьмите X;=l40° либо постройте круг о в у ю гисто
грамму [см.: Мардиа, 1978). 

V-1. Функция правдоподоGия /. (0) =С~ 0k (1-0)n-k, ее логарифм lп L = 

= lп с~ + k ln 0 + (n - k) ln (1 - 0); уравнение правдоподоt'ия d ~~~) 
k n-k k 

=о- 1-0 =0, откуда е=п· 

V-2. Функция правдоподобия L (0) = (е -в ех,) .. , (е -8 0 х п ) = 
х1 1 Хп! 

-п8 ех•+· .. +хп 
= е ' ее .10rарифм ln L = - пе + (Х1 + ... + Хп) ln 0 -

x1I •.• Хпl 
д lln L) 

- ln (х1 / ••• хп!); уравнение правдоподобия 80 ~п 1 
-п + х1 в=О, 

l=I 
1 

откуда е=п ~х;. 

227 



V-3. Функция правдоподобия L (81, .•. , 8i) - . nl 8~• ••. 0: 1• 
-k1l~l ... k1I 

Так как 0 1 + ... + 81 = l, то независимы только (l - 1) из них: - 8 1, .•. , 

nl 
8z_1, а 81=1 - 81 - ••• - 0,_1• Поэтому \п L = \п k 1 k 1 +kln81+ ... + 

1 • • • l· 

+ kz-1 ln 81-1 + kz ln (1 - 0 1 - ••• - 0z_1). Решаем (l:-1) уравнений правдо
поцобия: 

д(lnl) k1 kt 
д81 =8;'-1 - 01 - ... -81-1 = 0· 

откуда 

Суммируя обе части пос,1едних уравнений по i = 1, •.• , l -1, прибавляя 

затем к каж.в:ой из них kz01, по.11учим k1 = п81, поскольку "'~ 8; = 1 и 
~i=I 

~:=t kt == п. Отсюда kzf8t = п и 01 = k181/k1 = k1/n. 
' - -.....-V-4. Пусть /L - математическое ожидание случайных величин х1 , ••• , ~. 

Тогда для каждого l 

(;;- ,;)l = [(;;- 11) - (;; -11-}]2 = (;; - µ) 2 - 2 (х"'; - 11) (,; - 11-) + (х-- µ.}'l 

и 

-2 п - - п - -ns 0 - ~. (xt -11-)2 - 2 (т - 11) ~. (х1 - р.) + п (т - µ)2 = ~i=l ~1-1 

-2 п (- )2 (- )11 -S 1 ~ Xt - р. m - \!' Xt - /L откуда а~ = n -а- - -а- . Так как -а- распреде.яена 
1-1 

О А 1 m-11- О й l со средним и дисперсие , а а со средним и дисперсие -;; 

(см. гл. V), то М {~)с: 1 - ~= п п 1 , т. е. Ms 2 = п п 1 а2• Отсю,ца 

же следует, что м(п~ 1 s~)=a2, т. е. оценка&2= п~ 1 ~;_1 (x1-m)2 

несмещенная. 

V-5. Доверительиым интерва.nом яв.nяется об.пасть всех возможных зна
чений, принимаемых с.пучайной величиной. 

V-6. n=245; m=l74,5; s2=70,06; s=8,37; Sm=0,535; v=4,8%; v=244; 
10,026 (244} =1,97. С доверите.пьиой вероятностью 0,95: 173,4<µ<175,6; 
57,ll<a <83,02. При вычис.пении доверите.пьноrо интерна.па д.nя а2 испОllЬ
зуем норма.nьную аппроксимацию, так как n>30. 

V-7. n=l5; m=l,47; s1=0,0452; s=0.213; Sm=0,0549; v=l4,5%; v ... 14. 
Из таб.n. III и V При.nожения lo.1121(14) =2,14; Xg,025 (14) =5,63; Х~.975(14) = 
-=26,1. С доверительной вероятностью 0,95: 1,35<µ<1,59; О,024<а2<0,112. 

V-8. h=0,232. Поско.пьку nh(l-h)>25, испо.пьзуем норма.nьную аппро

ксимацию: l'h(l-h)/n=0,0086 и с вероятностью 0,95: 0,215<р<О,249. 
V-9 (см. пример V-3). Ответ: h=0,04. С вероятностью 0,95 процент 

бо.nьных диабетом в данном районе находится в интерва.nе от 3,1 до 4,9. 
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V-10 (см. пример V-5). Ответ: m=42. С доверительной вероятностью 
0,95 среднее число колоний на чаwке находится в пределах 29,3-54,7. До· 
верительный интервал очень велик, поскольку n= 1; однако в случае распре· 
деления Пуассона его все-таки можно оценить. . 

V-11. (1-а) 100%-ный доверитеJ1ьный интервал для среднего квадра~ 
тичного отКJiонения а нормального распределения задается соотношением 

s-.f 2 -У <a<s-./ ~ . 
V Xt-•/2 V х;12. 

V-12. ДоверительнЫй интервал для математического ожидания пр бнно· 
миальной случайной величины х имеет вид при <np<np" где р 11 и Рв -
нижняя и верхняя границы доверительного интервала для параметра р (см. 
§ 5). 

V-13. пЛ.и <nЛ.<nЛ.8 , где Ли и Лв - нижняя и верхняя границы дове· 
рнтельного интервала для параметра Л. (см. § 6). 

Vl-1. n1=12; n2=12. Используя преобразование }'х+О,386, получаем 
m1=J,46; Sm1 =0,174; m2_:=1,92; Sm2 =0,134; V=22; lfэ!<СП 1=2,09>10,025(22)= 
=2,07. Uзксп =37,5; EU=72; k=4; С1=6; С2=3; Сз=6; С4=2; DU=291; 
lи эксп 1=2,02>ио,025=1,96. Способ 11 более эффективен на уровне значимо· 
сти а=О,05 как по критерию Стьюдента, так и по критерию Вилкоксона -
Манна - Уитни. 

Если не использовать преобразование, то m1=2,I; ~=3,5; Sm, =0,57; 
s"1 =0,50; ltэксп 1=1,85<10,025(22) =2,07 и мы приходим, по-видимому, к 
ложному выводу об отсутствии различия между двумя способами борьбы 
с насекомым. 

Vl-2. Представленные данные, несомненно, являются зависимыми, т. е. 
парными наблюдениями (см. задачу IX-20). Поэтому n=5; mtJ=2; StJ=0,52; 
v=4; ltэксп 1 =3,85>to,026 (4) =2,77. Увеличение чистого дохода от примене· 
ния усиленного удобрения оказывается статистически су,цественным на уров
не значимости а=О,05. По-видимому, имеет смысл применять усиленное 
удобрение, так как затрата на него каждого лишнего фунта дает прирост 
прибЫJiи в среднем на два фунта (md=2), т. е. окупается вдвое. 

Если бы мы рассматривали эти данные как независимые выборки, то 
имея n1 =n2=5; m1=18,5; ~=20,5; Sm, =1,432; Sm 1 = 1,688; v=8; 1 tэксп , .... 
=0,90<to,026 (8)=2,31, мы пришли бы к неверному выводу о неэффективно
сти усиленного удобрения. 

VI-3. Лечение методом А и методом Б можно назначать попеременно 
по мере появления слуqаев заболевания. 

VI-4. h1=0,056; h2 =0,361; h=0,193; п =457. Так как n1h>5 и 
n1h(l-h)>5, можно применить и-критерий: lиэксп 1~8,22>ио.оооs=3,29. 

Благотворность действия антикоагулянтов несомненна: Р{и:>иэксп }<0,001. 
Vl-5. т1 = 124,9; т2 =101,0; s~ = 618,81; s~=425,33; s1 = 24,83; s2 =20,62; 

sm1 =9,39; sm2 =7,7,9; -У= 12; jt9кcn 1=1,H<t0,025 (12) _ 2,18. Разница между 
средними прибавками массы у крыс незначима при а= О.05. 

VI-6. v1 =999; v2= 138. Для длины черепов Fэксп = l,16<F0,05 = 1,23 и для 
ширины Fэксп =l,20<Fo.os= 1,23. Изменчивость обоих признаков у современ
ных евроцейцев и древних египтян не различается при а.=0,1. 

Vl-7. v1=11; v2=4; m1=0,296; ~=0,41; si=0,00088; s~=0,0040; 
s2=0,0017; v=l5; ltэ!<cn 1 =5,18>to,ooos(l5) =4,07. Различие штаммов вируса 
гриппа по фоточувствительности высоко значимо (при а.=0,001). 

К подобному же выводу, но е меньшими вычислениями мы приходим, 
используя критерий Вилкоксона - Манна - Уитни. Для этого достаточно 
заметить, что для штамма «Техас-77:. все значения, кроме одного (0,34), 
меньше всех значений для штамма сСССР-77:.. Значит, Uзксп =0,5; вfl=зо; 
DU=90; lиэксп 1=3,ll>Uo.001=3,09, т. е. различие значимо при а.=0,002. 
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VI-8. v=l7; md=2,l; Sd=2,60; ltэксп 1=0,8l<to.os (17)=1,74. По парно
му критерию Стьюдента наблюдаемые различия незначимы при сх=О,1, т. е. 
можно считать, что артериальное давление восстанавливается после преры

вания кровотока с последующим его возобновлением. Используя парный 
критерий Вилкоксона, приходим к тому же выводу: N=l5; Wзксп =44,5; 

EW=60; DW=307,4; k=2; С1=5; С2=2; lиэксп 1=0,88<ио.оs=1,64. 
VI-9. v=9; md= 1,58; Sd=0,389; ltэ1<cn 1 =4,06>lo.oos (9) =3,25. Снотвор

ное А существенно лучше снотворного В (при сх=О,01). Если бы мы рас
сматривали эти данные как независимые, то пришли бы к неверному выводу 

об отсутствии различий: m1=2,33; m2=0,75; v1=V2=9; v=l8; si=4,009; 

8~=3,201; lfзксп 1=1,86<to.os(l8)=1,73. 

VI-10. Случайная величина t2: 

(n1 + n2 -2) (п2 ~п, хн - п1 ~п, х21) 2 
/2 = F = ~l=I ~1=1 

(n1+n2) (п1n2 (~;: 1xii+ ~;::_1х~ 1 )-п2(~;.:_1 xu )2-п1 ( ~;:1 х21)2] 
- имеет F-распределение с параметрами v1=1 и v2=n-2. Считается, что 
по сравнению со статистикой /-критерия эта статистика экономичнее в вы
числениях примерно на 30%. 

VI-11. Точный критерий Фишера - необходимо вычислять вероятности 
для следующих трех таблиц: 

14 4 
1 4 

15 
о 

5 
5 

10 1 10 
5 1 о 

Р1=0,059; Р2=0,005; Рз=О,057; ~7=1 р;=0,12. Действенность противогриппоз
ной сыворотки неубедительна даже на уровне значимости сх=О,1. Если же 
ограничиться уровнем сх=О,05, то достаточно было вычислить значение 
Р• =0,059, чтобы убедиться в отсутствии различий. При постановке экспери
мента нарушен принцип рандомизации: выбор вакцинируемых не должен 
был зависеть от желания пациентов. 

VII-1. Для анализа таблиц rX2 удобно использовать формулу Бранд
та - Снедекора 

"'J..2=_n_·_ ~r -.L!- п.1 = ~ ~r _f2 _ п.2 , "= 14; ., ( k2 2 ) ( k2 2 ) 

.n.1n·2 ~i=I nj. п , п. 1 п.2 ~1-1 ni. п 

l;ксп = 7,37 < XJ,05 (14) = 23,7. Данные раЗЛИЧНЫХ авторов О расЩеПЛеНИИ ПО 
окраске семядолей у гороха хорошо согласуются друг с другом. Для про
верки согласия с ожидаемым расщеплением k1 : kз=3: 1 удобно использо
вать формулу 

1 k1 - 3k2 I - 1,5 ( 1 k1 - 3k2 I - 1,.15)? 1 
и= .,f3 (k1+k2) или х2 = 3 (k1 + k2) • "= . 

VII-3. n=400; m=4,68. Объединяем классы для t=O; 1 и i= 10, ... , 13, 
чтобы ожидаемые численности превышали 5. Тогда число классов l= 10; 
v=9; Х~ксп =4,4l<X2o,os(9)=16,9. Распределение дрожжевых клеток по 
квадратам счетной камеры близко к пауссоновскому. 

VIl-4. v= 1; 'Х~ксп = 15,3 > Х2о,001(1)=10,8. Две сравниваемые породы су
щественно -различаются по устойчивости к американскому гнильцу. 

VII-5. v=5; Х~~ссп =61,4>х2о,001 (5) =20,5. Возрас1ной состав больных 
резко изменился, различия значимы при сх=О,001. 

VIl-7. v=l-2. 
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VII-8. v=ll; Х~ксп =737,91»х20.оо1= 31,3. Распределение числа рождений 
в разные месяцы высоко значимо отличается от равномерного. В этом слу
чае вычисления удобно r:роводить по формуле 

1 ~r 1 ~' 2 v~=- (k·- m)'=- k. -rm. 
1' tn l-1 t Jn i=I 1 

VII-9. После объединения классов с маJ1ЫМИ ожидаемыми численностя

ми имеем l= 15 и v= 14; Х~ксп =23,7=x2o,os(14) =23,7. Отклонение от бино
миального распределения можно считать зн11.чимым при а=О,05, но не при 
меньших значениях а. 

VIII-1. vь=3; vw=l5; SSь=l9,65; SS"=62,03; МSь=64,55; MS"=4,14; 
F9ксп = 15,61>Fo.001 (3; 15),., 11,4. Разные породы кур высоко значимо раз

личаются по содержанию гемоглобина. Различие обусловлено разницей 
между· породами «итальянские» и «бентамки»: /=2,87>t0,02s (15) =2,13; 
и между породами «куропатчатые» и «бентамки:.: t=2,48>t0,025 (15) =2,48. 
Использование преобразования arc siп V/Jздесь не правомерно, поскольку 
в задаче речь идет о непрерывной, а не дискретной случайной величине (со
держание гемоr лобина). 

VIII-2. vь=7; v"=56; SSь= 1,838; SS"= 1,185; МSь=О,263; MS"=0,0212; 
Fэксп =12,41>Fo,001(7; 56)=4,1. Четвертый, пятый и шестой индивиды, 

а также седьмой и восьмой образуют две группы, различия внутри которых 
не существенны. Все остальные попарные сравнения статистически значимы. 

VIII-4. Применяя преобразование "fx, получаем vь=3; v"=36; 
SSь=0,7515; SS"=13,552; МSь=О,25055; MS"=0,3764; F зксп =0,665< 
<F0,05 (3; 36) =2,87. Сравниваемые участки практически одинаковы по числу 
бактерий в почве. 

VIII-5. Используем преобразование arcsiп1/p: vь=5; Vo=3; 'Vw=l5; 
SSь=l,095; SS"=1,711; SS"=0,361; МSь=О,219; MSo=0,570; MS"=0,021; 
F9ксп =MSь/MS"=9,125>Fo,001(5; 15) =7,6; Fзксп =MSo/MS"=23,75> 
>Fo,001 (3; 15) =9,3. 

Таким образом, значимыми оказываются различия как между сортами, 
так и между блоками. 

VIII-6. Используем преобразование lg х: 'V•=3; v"=24; SSь= 12,228; 
SS"=0,2287; МSь =4,0761; MS"=0,0095; F эксп =427,8»Fo.001 (3; 24) =7,55. 
Численности всех четырех видов планктона резко различаются. · 

VIII-7. В письме Ч. Дарвину Ф. Гальтон по существу сформу.11ировал 
одну из первых непараметрических процедур сравнения двух независимых 

выборок равного объема, которая впоследствии получила название крите
рия Гальтона. 

Более эффективным является применение критерия Крускала - Уоллиса. 
* Для перекрестноопыленных растений имеем Нзксп =0,165<х20,05 (3) =7,82, 

т. е. все четыре выборки перекрестноопыленных растений достаточно одно-
* родны. Для самоопыленных растений )(20,1 (3) =6,25<Нзксп =6,2<X2o,os(3) = 

=7,82, т. е. выборки самоопыленных растений менее однородны, чем выбор
ки перекрестноопыленных растений:. Этот вывод может представлять само
стоятельный: интерес для биолога и быть предметом дальнейшего изучения. 

Сравнение объединенных данных для перекрестноопыленных и самоопы
ленных растений с помощью критерия Вилкоксона - Манна - Уитни указы
вает на высоко значимое различие между ними: Uзксп =39,5>Uo,001 (15; 
15) =40, т. е. подтверждает вывод Ч. Дарвина и Ф. Гальтона. 

К подоб11ым выводам мы приходим, используя обычный д11сперсионный 
анализ. Для перекрестноопыленных ·растений vь=3; v"=11; SSь=l3,036; 
SS"=170,116; МSь=4,345; MS"=15,465; Fэксп =0,28<Fo.11s (3; 11)=3,59. 
Для самоопыленных ·растений vь=3; Vw=ll; SSь=25,772; SS"=33,159; 
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МSъ==8,591; MS"=3,014; Fo,1 (3; 11) =2,66<Fэксп =2,85<Fo,o& (3; 11) =3,59. 
Сравнение объединеиных выборок дает to.025 (28) =2,05< 1 tэксп 1 =2,44< 
<to.oo& (28) =2,76. 

IX-1. Испытания 1 и 11 не являются независимыми, силу связи можно 
изменять, подбрасывая повторно разное число костей. · 

IX-3. Графический анализ данных показывает, -что зависимость между 
массой тела (х1 ) и долей массы мозга ·от общей массы (х2) у тюленя не 
является линейной. Действительно, v=5 и 'эксп =-0,83; по абсолютной ве
личине это значение меньше, чем Гоt025 (5) =0,88, т. е. корреляция незначима 
при а=О,05 или же она нелинейна. После логарифмического преобразования 
lg х1 и lg х2 зависимость линеаризуется, r эксп =-0,99 и корреляция оказы-
вается значимой при а=О,001, так как ro.0005(5) =0,95. 

л 

IX-4. у= 1,02+2,06 х. 
IX-5. v=4; Х;ксп =4,02<Х20,05(4) =9,49. Зависимость между односторон

ностью в развитии рук и глазной односторонностью практически отсутствует. 
IX-7. Если считать фиксированными результаты измерения обычным ме

л 

тодом, то у= 15,35+0,975 х; если фиксированными считать результаты из-
л 

мерения новым методом, то х=7,25+ 1,02 у (регрессия х по у). В обоих 
случаях гипотеза Но: Р= 1 принимается: sъ =0,025; v= 16 и 1 t эксп \ = 
= 1 Ь-13 \/sъ = (1,0 или 0,8) <to.02&(16) =2,12. 

Строго говоря, это еще не означает, что оба метода дают одинаковые 
результаты. Необходимо, чтобы Р= 1, и одновременно линия регрессии дол
жна проходить через начало координат; процедуру проверки такой гипотезы 
см. у К. А. Браунли [1977, с. 333-336). Проще, однако, использовать парный 
t-критерий: ma=34,17; Sa=l4,06; ltэксп 1=2;43>to,025(l6)=2,12, и гипотеза 
об одинаковости результатов, получаемых двумя методами, отвергается 
при а=О,05. 

IX-8. ln А= ln A0-yD. Соответствующее уравнение регрессии есть 
ln А=4,60-О,513 D, т. е. у=О,51. 

л л 

IX-9. У1=100,1-5,79 х; У2=98,5-5,34 х. 
л 

IX-10. у= 1,71-0,455 х, где y=lg Q; х= lg Т. 
IX-11. Нет. Уже на глаз видно, что выборочное ·двухмерное распределе

ние не является нормальным. 
~ 2 IX-12. v=4; Хэксп = 10,47 > хо,05(4)=9,49. Зависимость между полом 

ребенка и цветом волос у шотландских деrей следует признать значимой 
при а=О,05. 

IX-13. v=4; х:ксп = 160,5~х~,001 ('!!)=18,5. Связь между конституцией 
ягнят при рождении и в полуторагодовалом возрасте несомненна. 

IX-14. v= 18; r зксп =-0,256; lr зксп 1 <ro,025=0,44. Линейная корреляция 
между полярностью и гидрофобностью аминокислот практически отсутствует. 
Ранговая корреляция rs эксп =-0,33 также оказывается незначимой: 

\rsэксп l<rs(0,025)=0,45. 
IX-15. v=266; \rзксп \=0,523>ro.oo1=0,21. Корреляция слабая, но ста

тистически значимая. Для группированных данных рекомендуется использо
вать формулу 

п ~:=l ~;=l niJXtVt - ~:=\ n1.x1 ~:=\ n.JYJ 
r=~~~~~~~~......;..~~~~~~~~~~~~...,-......,.~~~---,=-

[п ~:_ 1 п1.х~-(~:_1 n1.x1)~j ln ~~=l n.Jy;-(~~-l n.JYJ)"'] 
IX-17. Находим Ьн и Ь8, такие, что Р {Ьн < р < Ь8 } = 1 -cz, а именно 

Ьн = Ь - tщ2 • S8 И Ь8 = Ь + ta.12 • S8 • 
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IX-18. Следует использовать z - преобразование Фишера или z* - преоб
разование Хотеллинга (для малых выборок~. Тогда можно найти Zн и z8 , 

такие, что Р {zн < ~ ln ~ ~: < Z8 } = 1 - а. Для этого надо найти Zн = z -

1 1 
- иа;2 • .r 3 , Zв = z + иа12 • V 3 . Затем следует провести обрат-r п - п- · · 
ное прео()разование (используя табл. XII, б Приложения) и найти искомое 

rн и r 8 •. В с.~учае малых выборок (п > 10) надо найти z: = z* - ua12 • l/V п - 1 
• • .r--н %8 = Z + иа12 • 1 у п - t . 

IX-19. Случайная величина ul = (z1-Ez;)/y'"DZi -N(O; 1), следовательно, 

~k ii; - 1! (..,), .., = 1. Гипотеза /f0: р1 = ... = р 11 = р равносильна гипотезе 
.c..J/=l 

Н0: Eu1 = ... = Eii11 =О. Тогда, если в качестве оценки ну.левого математи-

1 ~k - ~k U/ - mu 
ческого ожидания использовать mu = 7i ~t~i ·U/, то ~l=I mu - Х2 (v), 

'V=k-1. 

IX-20. Для данных примера Vl-4: .., = 14; r эксп = 0,993. Между резудь
тата11и определения крахмала двумя методами имеется чрезвычайно высокая 
корреляционная зависимость. 

Для данных примера Vl-9: r8 (эксп)= 0,71 > 'stO.OOб) (14) = 0,68; корреля
ция значима при а= 0,01. 

Для данных задачи VI-2: v=З; r 9;,сп =0,9~=ro.oos(3)=0,96; корреляция 

значима при а=О,01. 
Для данных задачи VI-9: v=8; r эксп =0,80>r0;0006 (8) =0,87; корреляция 

значима при а=О,001. 
Дисперсия разности двух случайных величин есть 

Парные критерии автоматически учитывают компоненту, обусловленную кор· 

реляцией: D {Х,-;2) =Е (;;-х';) ЧЕ (;1-,;;) ]2. 
IX-21. r аксп =0,072. Корреляция чрезвычайно слабая, хотя и статисти· 

чески значима. 

IX-22. «Действительно, по статистическим данным оказывается, что бо
гатые люди, пользующиеся этими. предметами, выше, здоровее и живут· 

дольше, чем те люди, которые никогда не помышляют о приобретении таких 
вещей. Не требуется большой проницательности, чтобы видеть, что эта раз
ница в действительности создается не цилиндрами и зонтиками, а тем богат
ством и питанием, о которых они свидетель...--твуют, и что золотые часы и 

членство в клубе на Пэ.п-Мэ.п имеют такие же превосходные свойства:. 
(Б. Шоу, 1906 г.). 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

Таблиц а 1. Равномерно распределенные случайные числа (см. r.11. 1, § 4 
и r.11. IV, § 3) 

85 017 85 532 13 618 23 157 86 952 02 438 
16 719 82 789 69 041 05 545 44 109 05 403 
65 842 27 672 82 186 14 871 22 115 86 529 
76 875 20 684 39 187 38 976 94 324 43 204 
93 640 39 160 41 453 98 319 41 548 93 137 
99 478 '10 086 71 265 11 742 18 226 29 004 
65 119 26 486 47 353 43 361 99 436 42 753 
70 322 21 592 48 233 93 806 32 581 21 828 
58 113 ,41 278 11 679 49 540 61 777 67 954 
44 655 81 225 31 133 36 768 60 452 38 697 
02 295 13 487 98 662 07 092 44 673 61 303 
85 ()35 54 881 36 587 43 310 48 897 48 493 
01 197 86 935 28 021 61 570 23 350 65 710 
97 907 19 078 40 646 31 352 48 625 44 369 
63 268 96 905 28 797 57 048 46 359 74 294 
53 841 59 684 67 411 09 243 56 092 84 369 
53 712 71 399 10 916 07 959 21 225 13 018 
н 434 51 908 62 171 93 732 26 958 02 400 
62 375 99 292 21 177 72 621 66 995 07 289 
28 337 20 923 87 929 61 020 62 841 31 374 
38 631 79 430 62 421 97 959 67 422 69 992 
49 172 16 332 44 670 35 089 17 691 89 246 
89 232 57 327 34 679 62 ~35 79 655 81 336 
02 844 15 026 32 439 58 1)37 48 274 81 3ЗU 
40 387 65 406 37 929 08 709 60 623 22 237 
80 240 44 177 51 171 ·08 723 39 323 05 798 
44 910 99 321 72 173 56 239 04 595 10 835 
33 663 86 347 00 926 44 915 34 823 51 770 
86 430 19 102 37 420 41 876 76 569 24 358 
31 379 68 f88 81 675 15 694 43 438 36 879 
03 474 37 386 36 964 73 661 46 986 37 162 
97 742 46 762 42 811 45 720 42 533 23 732 
16 766 22 766 56 502 67 107 32 907 97 852 
12 568 59 926 96 966 82 731 05 037 29 315 
55 595 63 564 38 548 24 622 31 624 30 990 
16 227 79 439 49 544 35 482 17 379 32 378 
84 421 75 331 57 245 50 688 77 047 44 767 
63 016 37 859 16 955 56 719 98 105 07 175 
33 211 23 429 78 645 60 782 52 420 74 438 
57 608 63 244 09 472 79 654 49 174 60 962 
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Таблица 111. t-распределение Стьюдента (см.§ 8 rл. 111) 
В последней строке даны значения нормированной нормальной случайной величины 

t ( ~) = u ~ N (О; 1) 

P{lt1>t} 

0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 

Р ( t > t} ИЛИ Р { t < - t} 

0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005 

1 6,31 12,7 31,8 63,7 318 637 
2 2,92 4,30 6,96 9,92 22,3 3t,6 
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,2 12,9 
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61 
5 2,02 2,57 3,36 4,03 5 89 6,87 
6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96 
7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,7v 5,41 
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 оМ 
9 1,83 2,26 2,82 3,25 . 4.30 4,78 

10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59 
11 1,80 2,20 2,72 3,11 · 4,02 4.44 
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32 
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22 
14 1,76 2,14 2,62 2,98 :1,79· 4,14 
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07 
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,02 
17 1,74 2,11 2,57 2,9J 3,65 3.97 
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92 
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88 
20 1,72 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85 
22 1,72 2,07 2,51 2,82 ;-1,51 3,79 
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,7ii 
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71 
28 1,70 2,05 2,47 2,76 3,41 3,67 
30 1,70 2,04 2,46 2,7б 3,39 3,65 
32 1,69 2,04 2,45 2,74 3,37 3,62 
35 1,69 2,03 2,44 2,72 3,34 3,59 
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,li5 
50 1,68 2,01 2,40 2,68 3,26 3,511 
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46 
80 1,66 1,99 2,37 2,64 3,20 3,42 

100 1,66 1,98 2,36 2,63 3,17 3,39 
150 1,66 1,98 2,35 2,61 3,15 3,36 
300 1,65 1,97 3,32 2,34 2,59 3,12 

1000 1,65 1,96 2,33 2,58 3,10 3,30 
00 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29 
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Таблица V. Распределение r.2 (см. § 7 гл. 111)* 

j 
р {у_2;;,. 12} 

"1 

0,995 0,975 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 

0,044 0,001 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88 10,8 

2 0.010 0,051 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6 13,8 

3 0,072 0,22 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8 16,3 

4 0,21 0,48 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9 18,5 

5 0,41 0,83 9,24 11.1 12.8 l!'i,l 16,7 20,5 

6 0,68 1,24 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5 22,5 
7 0,99 1,69 12,О 14,1 16,0 18,5 20,3 24,3 

в· 1,34 2,18 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0 26,1 

9 1,73 2,70 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6 27,9 

10 2,16 3,25 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2 29,6 

11 2,60 3,82 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8 31,3 

12 3,07 4,40 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3 32,9 

13 3,57 5,01 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8 34,5 

14 4,07 5,63 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3 36,1 

15 4,60 6,26 22,3 25,0 27,5 30,6 32,8 37,7 

16 5,14 6,91 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3 39,3 

17 5,70 7,56 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7 40,8 

18 6,26 8,23 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2 42,3 

19 6,84 8,91 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6 43,8 

20 7,43 9,59 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0 . 45,3 

21 8,03 10,3 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4 46,8 
22 8,64 11,0 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8 48,3 

23 9,26 11,7 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2 49,7 

24 9,89 12,4 33,2 36,4 39,4 43,0 45,6 51,2 

25 10,5 13,1 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9 52,6 

26 11,2 13,8 35,6 38,9 41,9 45,6 48,3 54,1 

27 11,8 14,6 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6 55,5 

28 12,5 15,3 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0 56,9 

29 13,1 16,0 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3 58,3 
30 13,8 16,8 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7 59,7 
50 28,0 32,4 63,2 67,5 71,4 76,2 79,5 86,7 

100 67,3 74,2 118,5 124,3 129,6 135,8 140,2 149,4 

• 0,044 означает 0,00004. 
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Таблиц а VI. Точный критерий Фишера (см. § 4 rл. VI) 
Для случаев, когда аа. "" аа,;2 , они даны в виде дроби: а .f aa./2 

Вид р(;;':;;.. а} Вид 
таблицы 

0,05 0,01 0.001 
таблицы 

а О 19 99 999 а О 
о 1 о 1 

а 1 38 198 1998 а О 
о 1 1 1 

а2 57 297 2997 а О 
о 1 2 1 

а 1 77 397 3997 а 1 
1 1 1 1 

а 2 115 595 5995 а 1 
1 1 2 1 

а О 5 13 44 а О 
о 2 о 2 

а 1 9 22 75 а О 
02 1 2 

а2 12 32 107 а О 
о 2 2 2 

а 1 16 39 131 а 1 
1 2 1 2 

а2 22 55 185 а 1 
1 2 2 2 

а О 3/4 7 17 а О 
о 3 о 3 

а 1 5 11 26 а О 
о 3 1 3 

а2 7 15 36 а О 
о 3 2 3 

а 1 9 17 42 а 1 
1 3 1 3 

а2 12 24 57 а 1 
1 3 2 3 

а О 3 5 10 а О 
о 4 о 4 

а 1 4 8 16 а О 
о 4 1 4 
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Продолжение таблицы V! 

Вид Р{.;' ~а} Вид 
таблицы 

0,05 0,01 О,001 
таблицы 

а 2 5/7 10 21 а О 
о 4 2 4 

а 1 6/7 11 24 а 1 
1 4 1 4 

а 2 8i9 15 31 а 1 
} 4 2 4 

а О 2 4 8 а О 
о 5 о 5 

а 1 3 6/7 11 а О 
о 5 1 5 

а2 4/5 8 15 а О 
о 5 2 5 

а 1 5/6 9 17 а 1 
1 5 1 5 

а2 7 11 21 а 1 
1 5 2 5 

а О 2 4 7 а О 
06 о 6 

а 1 3 5/6 9 а О 
о 6 1 6 

а 2 4/5 6 12 а О 
о 6 2 6 

а 1 4/5 7/8 13 а 1 
1 6 1 6 

а2 6 9/10 17 а 1 
1 6 2 6 

а О 2 3 6 а О 
о 7 о 7 

а 1 3 5 8/9 а О 
о 7 1 7 

а 2 3 6 10 а О 
07 2 7 

а 1 4 6/8 11 а 1 
1 7 1 7 

а 2 5 8/9 14 а 1 
1 7 2 7 
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Окончание таблицы VI 

Вид Р{а:;;.. а) Вид 
таблицы 

0,05 0,01 0,001 
таблицы 

а О 2 3 5 а О 
о 8 о 8 

а 1 3 4 7/8 а О 
о 8 1 8 

а 2 3 5 9 а О 
о 8 2 8 

а 1 4 6 9/10 а 1 
1 в 1 в 

а 2 4/5 7/8 12 а 1 
1 в 2 в 

а О 2 3 5 а О 
о 9 о 9 

а 1 2 4 6 а О 
о 9 1 9 

а 2 3 5 в а О 
о 9 2 9 

а 1 3 5 8/10 а 1 
1 9 1 9 

а 2 4 617 10/11 а 1 
1 !1 2 9 

246 



Таблица VII. Непараметрические доверите.пьные преде.пы для медианы 
(см. § 7 г.п. V) 

р {х(Ь) <С < Х(n-ь+1)} 

0,90 0,95 0,98 0,99 0,998 
1 

0,999 
ь 

Р{-оо <C<x(n-b+l)} или Р{х(ь)<\;< ooj 

0,95 
1 

0,975 
1 

0,99 
1 

0,995 
1 

0,999 0,9995 

5-7 6-8 7-10 8-11 10-13 11~14 

2 8-10 9-11 11-13 12-14 14-17 15-18 
3 11-12 12-14 14-16 15-17 18-20 19-21 
4 13-15 15-16 17-18 18-20 21-23 22-24 
5 16-17 17-19 19-21 21-23 24-26 25-27 
6 18-20 20-22 22-24 24-25 27-29 28-30 
7 21-22 23-24 25-26 26-28 30-32 31-33 
8 23-25 25-27 27-29 29-31 33-34 34-36 
9 26-27 28-29 30-32 32-33 35-37 37-39 

10 28-29 30-32 33-34 34-36 38-40 40-41 
11 30-32 33-34 35-37 37-38 41-42 42-44 
12 33-34 35-36 38-39 39-41 43-45 45-47 
13 35-36 37-39 40-41 42-43 46-48 48-49 
14 37-39 40-41 42-44 44-46 49-50 50-&2 
15 40-41 42-43 45-46 47-48 51-53 53-55 
16 42-43 44-46 47-49 49-51 54-55 56-57 
17 44-46 47-48 50-51 52-53 56-58 58-60 
18 47-48 49-50 52-53 54-56 59-60 61-62 
19 49-50 51-53 54-56 57-58 61~3 63-65 
20 51-52 54-55 57-58 59-60 64-65 66-67 
21 53-55 56-57 59-61 61-63 66-68 68-70 
22 56-57 58-60 62-63 64-65 69-70 71-72 

23 58-59 61~2 64-65 66-68 71-73 73-75 

24 60-61 63-64 66-68 69-70 74-75 76-77 
25 62-64 65-66 69-70 71-72 76-78 78-80 

26 65-66 67-69 71-72 73-75 79-80 81-82 

27 67~8 70-71 73-75 76-77 81-82 83-85 -
28 69-70 72-73 76-77 78-79 83-85 86-87 

29 71-73 74-76 78-79 80-82 86-87 88-89 
30 74-75 77-78 80-81 83-84 88-90 90-92 
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Таблица VIII. Критериii Вилкоксона - Манна - Уитни (см. § 7 rл. VI) 

a.=P(U < U) 

0,1 1 0,05 0,02 1 0,01 1 0,002 1 0,001 
111 n2 

a./2=P{U < U) 

0,05 1 0,025 0,01 1 0,005 1 0,001 1 U,0005 

2 5 о 

6 о 

7 о 

8 1 о 

9 1 о 

10 1 о 

3 3 о 

4 о 

5 1 о 

6 2 1 
7 2 1 о 

8 3 2 о 

9 4 2 о 

10 4 3 о 

4 4 1 о 

5 2 1 о 

6 3 2 1 о 

7 4 3 1 о 

8 5 4 2 1 
9 6 4 3 1 

10 7 5 3 2 о 

5 5 4 2 1 о 

6 5 3 2 1 
7 6 5 3 1 
8 8 6 4 2 о 
9 9 7 5 3 1 (} 

10 11 8 6 4 1 о 
6 6 7 5 3 2 

7 8 6 4 3 о 

8 10 8 6 4 1 о 

9 12 10 7 5 2 1 
10 14 11 8 6 3 2 

7 7 11 8 6 4 1 о 
8 13 10 7 6 2 1 
9 15 12 9 7 3 2 

10 17 14 11 9 5 3 
8 8 15 13 9 7 4 2 

9 18 15 11 9 5 4 
10 20 17 13 11 6 5 

9 9 21 17 14 11 7 5 
10 24 20 16 13 8 7 

10 10 27 23 19 16 10 8 
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Таб,111ца IX. Парный критерий Внлкоксона (см. § 8 rл. VI) 

a=P{W °" WJ 

0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 
1 

0,001 
N 

a/2=P{W~ W} 

0,05 0,02.3 0,01 0,005 0,001 
1 

o.ooo.i::. 

5 о 

6 2 о 

7 3 2 о 

8 5 3 1 о 

9 8 5 3 1 
10 10 8 5 3 о 

11 13 10 7 5 1 о 

12 17 13 9 7 2 1 
13 21 17 12 9 4 2 
14 25 21 15 12 6 4 
15 30 25 19 15 8 6 
16 35 29 23 19 11 8 
17 41 34 27 23 1~ 11 
18 47 40 32 27 18 14 
19 53 46 37 32 21 18 
20 60 52 43 37 26 21 
21 67 58 49 42 30 25 
22 75 65 55 48 35 30 
23 83 73 62 54 40 35 
24 91 81 69 61 45 40 
25 100 89 76 68 51 45 
26 110 98 84 75 58 51 
27 119 107 92 83 64 57 
28 130 116 101 91 71 64 
29 140 126 110 100 79 71 
30 151 137 120 109 86 78 
31 163 147 130 118 94 86 
32 175 159 140 128 103 94 
33 187 170 151 138 112 102 
34 200 182 162 148 121 111 
35 213 195 173 159 131 120 
~6 227 208 185 171 141 130 
37 241 221 198 182 151 140 
38 256 235 211 194 162 150 
39 271 249 224 207 173 161 
40 286 264 238 220 185 17:2 
1 
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Таблица XI. Распре.це.11ен11е выборочноrо козффициента коррепяции 
Пирсона при р=О (см. § 7 rл. IX) 

Р { 1 ~1 ~ r} 

0,1 
1 

0,05 0,02 0,01 
1 

0,002 0,001 

Р {; ~ r} или Р {7 < - r} 

0,05 0.025 0,01 0,005 0,001 0,0005 

1 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
2 0,90 0,95 0,98 0,99 1,00 1,00 
3 0,81 0,88 0,93 0,96 0,99 0,99 
4 0,73 0,81 0,88 0,92 0,96 0,97 
5 0,67 0,75 0,83 0,87 0,94 0,95 
6 0,62 0,71 0,79 0,83 0,91 0,92 
7 0,58 0,67 0,75 0,80 0,88 0,90 
8 0,55 0,63 0,72 0,76 0,85 0,87 
9 0,52 0,60 0,69 0,73 0,82 0,85 

10 0,50 Q,58 0,66 0,71 0,80 0,82 
11 0,48 0,55 0,63 0,68 0,77 0,80 
12 0,46 0,53 0,61 0,66 0,75 0,78 
13 0,44 0,51 0,59 0,64 0,73 0,76 
14 0,43 0,50 0,57 0,62 0,71 0,74 
15 0,41 0,48 0,56 0,61 О,б9 0,73 

16 0,40 0,47 0,54 0,59 0,68 0,71 
17 0,39 0,46 0,53 0,58 0,66 0,69 

18 0,38 0,44 0,52 0,56 0,65 0,68 
19 0,37 0,43 0,50 0,55 0,64 . 0,67 

20 о;Зб 0,42 0,49 0,54 0,62 0,65 

25 0,32 о.3~ 0,45 0,49 0,57 0,60 

зо 0,30 0,35 0,41 0,45 0,53 0,55 

35 0,28 0,32 0,38 0,42 0,49 0,52 

40 0,26 0,30 0,36 0,39 0,46 0,49 

45 0,24 0,29 0,34 0,37 0,44 0,47 

50 0,23 0,27 0,32 0,35 0,42 0,44 

60 0,21 0,25 0,30 0,33 0,39 0,41 

70 0,20 0,23 0,27 0,30 0,36 0,38 

80 0,18 0,22 0,25 0,28 0,34 0,36 

90 0,17 0,21 0,24 0,27 0,32 0,34 

100 0,16 0,20 0,23 0,25 0,30 0,32 

200 0,12 0,14 0,16 0,18 0,22 0,23 

300 0,10 0,11 0,13 0,15 0,18 0,19 

500 0,07 0,09 0,10 0,12 0,14 0,15 

1000 0,05 0,06 0,07 0,08 0,10 0,10 
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Т а бди ц а XII. Преобразование коаффициеита корре.1яции Пкрсона 
(см. § 8 rn. IX) 

t l+r 
а) z=2ln г=-;: 

r 
1 

о 
1 

1 
1 

2 
1 

3 
1 

4 
1 

Б 
1 

б 

1 
7 

1 
8 

1 
9 

о.о 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 O,Q7 0,08 0,09 

0,1 0,10 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 

0,2 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,26 0,27 0,28 0,29 0,30 

0,3 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,37 0,38 0,39 0,40 0,41 

~.4 0,42 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,50 0,51 0,52 0,54 

0,5 0,55 0,56 0,58 0,59 0,60 0,62 0,6.З 0,65 0,66 0,68 

0,6 0,69 0,71 0,73 0,74 0,76 0,78 0,79 0,81 0,83 0,85 

0,7 0,87 0,89 0,91 0,93 0,95 0,97 1,00 1,02 1,05 1,07 

0,8 1,10 1,13 1,16 1,19 1,22 1,26 1,29 1,33 1,38 1,42 

0,9 1,47 1,53 1,59 1,66 1,74 1,83 1,95 2,09 2,30 2,65 

0,99 2,65 2,70 2,76 2,83 2,90 2,99 3,11 3,25 3,45 3,80 

Прододжение таблицы Xll 

б) r=(e2z - l)/(e2z + 1) 

z 
1 

о 
1 1 

2 
1 

3 
1 

4 
1 

5 
1 

6 
1 

7 
1 

8 
1 

9 

о.о 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,о7 0,08 0,09 

0,1 0,10 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 

0,2 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28 

0,3 0,29 0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 Q,35 0,35 0,36 0,37 

0,4 0,38 0,39 0,40 0,41 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,45 

0,5 0,46 0,48 0,49 0,49 0,50 G,51 0,52 0,52 0,53 0,54 

0,6 0,54 0,55 0,56 0,56 0,57 0,58 0,59 0,59 0,60 0,60 

fJ,7 0,61 0,62 0,62 0,63 0,64 0,64 0,64 0,65 . 0,65 0,66 

0,8 0,66 0,67 Q,68 0,68 lt,69 0,69 0,70 0,70 0,71 0,71 

0,9 0,72 0,72 0,73 0,73 0,74 0,74 0,74 0,75 0,75 0,76 

0,76 0,80 0,83 0,86 0,89 0,91 0,92 0,94 0,95 0,96 

2 0,96 0,97 0,98 0,98 0,98 0,99 0,99 0,991 0,993 0,994 
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Табл1111а хш. Распределен11е козффициента корреляции Сnнрмеиа 
- (см. § g. rл. IX) 1 

р {jrsl:;;,. rs\ 
o,t 0,05 0.02 1 0,01 0,002 0,001 

п 

Р {rs:;;,. r5 } 11ли Р (rs < - r5 ) 

0,05 0,025 0,01 0,005 1 U,001 0,0005 

4 1,00 

5 0,90 1,00 1,00 

6 0,83 0,89 0,94 1,00 

7 0,71 0,79 0,89 0,93 1,00 1,00 

8 0,64 0,74 0,83 0,88 0,95 0,98 

9 0,60 0,70 0,78 0,83 0,92 0,93 

10 0,56 0,65 0,75 0,79 0,88 0,90 

11 0,54 0,62 0,71 0,76 '0,85 0,87 

12 0,50 0,59 0,68 0,73 0,82 0,85 

13 0,48 0,56 0,65 0,70 0,79 0,82 

14 0,46 0,54 0,62 0,68 0,77 0,80 

15 0,44 0,52 0,60 0,65 0,75 0,78 

16 0,43 0,50 0,58 0,64 0,73 0,76 

17 0,41 0,48 0,57 0,62 0,71 0,75 

18 0,40 0,47 0,55 0,60 0,70 0,73 

19 0,39 0,46 0,54 0,58 0,68 0,71 

20 0,38 0,45 0,52 0,57 0,66 0,70 

. 21 0,37 0,44 0,51 0,56 0,65 0,68 

22 0,36 0,43 0,50 0,54 0,63 0,67 

23 0,35 0,42 0,49 0,53 0,62 0,65 

24 о,м 0,41 0,48 0,52 0,61 0,64 

25 0,34 0,40 0,47 0,51 0,60 0,63 

26 0,33 0,39 0,46 0,50 0,59 0,62 

27 0,32 0,38 0,45 0,49 0,58 0,61 

28 0,32 0,38 0,44 0,48 0,57 0,60 

29 0,31 0,37 0,43 0,48 0,56 0.59 

30 0,31 0,36 0,43 0,47 0,55 0,58 

40 0,26 0,31 0,37 0,41 0,48 0,51 

50 0,24 0,28 0,33 0,36 0,43 0,46 

60 0,21 0,26 0,30 0,33 0,39 0,42 

80 0,19 0,22 0,26 0,29 0,34 0,36 

100 0,17 Q,20 0,23 0,26 0,31 0,33 
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