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ВВЕДЕНИЕ 

Представления о способах оцеаки роста животных ва·протя

аеаии отдел:ьвшс промажутнов времени и.ли всей жизни в доста

!'О"ШОЙ мере поJШо освещены и сиот ематизиро:вавы в работах оте

чемвенных авторов /!3,!5 ,!6 ,25,28,39/. Основная задача, xo
ttopyю сmвwш и продОJJЖаDт ставить перед собой исОJiедовате.пи, 

эаiUШча.е'.L'ся в по.nучевии та:ких ф:>рмализовааных :кривых: роста, 

хоторые бы детально описывали рост живо~ных по результатам 

наб.пюдевий. Такая формализация э mперимевта.льных .паваых раз

внми кривыми позволяет использовать для количественной оцев

:а роста параметры соответствующих ураваевий (характеристиха 

роста, коастаата роста, удельная скоростъ роста и т .д. ) • 
Эвахамство с .питературой по вопросам изучения: роста раз

вых цр~ставителей растительноrо и животноrо мира позваnяет 

сделатъ одно важное заRJПОчение. Ero cмьrCJI состоит в том, что 

все без ис1t71IОчеаия: поnытки эмпирическоrо оnисания: роста ра

стеаd: и жиютных 6азируiDТСя тОJIЬко на экспериментальных дан

внх по их росту. В работах по изучению роста исвлючен элемент 

проrноза, то есть такая ситуация, при хотарой кривые роста 

с~ро:wшсь 6ы ве тоJIЬко по результатам измерения объектов, во 

и по уравнениям, соответствующим некоторым заданным условиям 

роста этих объектов. 

СЧИ'l'ается общецриаят:ым, чтобы эмпирические кривые нак 

можво бOJiee строrо описнва.пи эксперименталыше данные. Из не

возможн.ооти описать такие данаые какой~.mбо одной математиче

схой кривой или, наоборот, оtшснвать той же :кривой JШШЬ от

деJiыше участки экспериментальных кривых, вероятно , и возник
ло первовачальное суждение о периоди'tШости процесса роста жи

вотных /39/, его разаоааправленаости ва разных стадиях онто
rваеза. 

Стмо правилом анализировать рост животных в той форме, 

в вакой он отражался измерениями. Тавая традиционность в изу

чении роста - по результатам измерений животШ:lХ, не noзвoJIЯJia 

сформулировать вопрос - что было бы, если 6н у всех животннх 

в изучаемой групnе (nоnу.ляц:rш) рост размерн:ых характеристик и 
масон тела протекал таким о6разо~, чтобы сохранялась веиэмен

вой и ф)рма их тела и место, занимаемое каждым из вих: :в раз-
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мерном рgду. Ко.пичествевно оценив рост этакой эталовной rруп

пн авотньtХ - от исходных (первовача.nьно измеренных) разме

ров до р!змеров, воторые животвне, росшие в естественшп ус

J1О:ВИЯХ, имеJIИ в момеатн промежуточннх измерений и достигли 

по заверmевm исСJiедовааи:й, мы моr.пи бы провести сравнение 

оuдаемнх и ва6Jiюдаемых: резуJIЬтатов роста. То есть, мн име

JIИ 6н возмажаость оцешr.rь изменение формы и масон те.па у жи

вотвнх изучаемой совокуnности в процессе увеличения размеров 

их тeJI. МетодичесRОй: стороне решения поста.вJiевша: вопросов и 

посвящена васrоmфЯ работа. Предполаrается, что выдвинутые и 

обсуждаемые впе прИВЦИIШ роста 1\Юrут быть основополагающими 

в :ко.пичествев.вой: оцевкв яВJiевий роста 6оJiьmивства позвоноч

вsх животвнх:. Испо.льзован.внй з~ сь экспериментальвый мат ери

аn по росту 1\ЮJlоди :карпа в въrрастВЬIХ прудах имеет лишь И11Jiю

С!'ративное звачевие в обеспечении ваrJIЯ,ЦНости развиваеМЬIХ 

пред от авлеаиi. 

I. ЗАКОН rЕОМЕТРИЧЕJКОГО РОСТА И ЕГО ПРОЯВ.ШIИЕ 
В ИJДFJIИ ИЗОМЕI'Р~КОrо РОСТА 

Прежде всеrо попшае:мся выяснить - RаRИМ образом, уве

личивая размеры тел животв.ш исходвой выборочной совокупно

сти, возможно сохранить в неизменном виде и форму их: те.л, и 

исходную размерную иерархию в rpyпne. Для этого требуется 

рассмотреть и сф:>рмулировать: приат'(ИП сохранения исходвой 

формы тела цри изменении ero размеров, закон роста rрушш 
те.п, реализуемый ва основе npaВИJia травсфе>рмации на метриче

сиой шкале nпотвости исходного выборочного распределевил 

одноrо показа!'еJIЯ и пpatШJia травеформации ва nnоскости пря

моуrмышх координат совоitупвости точек ( 'Xi.; !/,;.) двух пока

зате.пей, либо 'l'рансформации в n-мервом пространстве системы 

хоордиват совокупности точек ( Х,: ;у, ; Zt ; •.•• ; Kt. ) n показа
тапей - резужьтатов измерений ЖИЕОтных исходцой пробы. 

Известао, например, что строение любоrо фиэическоrо те

ла моео охарактеризовать некоторым чиалом nока.эателей, ко

личественную выраженность (оnределенность) которых вазможно 

оце.аить с помощью едИНIЩ измерения: ддины, nоверхнос·rи и объ

ема. Из rром.адноrо разнообразия nриродннх тел рассмотрим 
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rруппу тел, одинаховых по форме строевия. T8Jla такой rpyniШ, 
О'l'JIИЧа.Ющиеся дРуr от .цруrа линейв:ыми размерами, П71Ощадью по

верхности и объемом, .называются геометричес:в:и подобвнми, ec
JJИ у хаждого из них одииаковы относите.nьВЬiе з.аачевия: nоказа

'l'аnей, выраже.ЕUШХ одаоимешшми еди.аицами измерения:. Так, .аа

цример, в rpyПIIe развнх: по размерам, .ао rеометрически подоб

вше n napaJIJJ.eJieпиneдoв, .uдя всех фигур чиСJiевво одинаховы 

звачения каждого из одвоимеаJШХ иадексов: ширина фигуры к ее 

Д11ИНе, внсота к дnшtе, внсота :к ширине и ·т .д. 

Но природвые тела никогда не бывают паnвнми геометриче

с:кими а.аа.nогами. Прахтически всеrда в выборочннх: совокупно

С'l'ЯХ рыб и .цруrих животвш: одноrо вида, в :которнх: животвые 

моrут быть одаого календарного возраста и даже потомками од

них роди'l'елей, можно встретить ~ух и бо.пее особей с пример

во ОДИВ.аRО:ВОЙ ДJIИНОЙ T8JJa, ВО B8CROJIЬI«> развыми: ВЫСОТОЙ, 

толщиной, весом те.nа. Не rоюря о гру IШе, в природе в е суще

ствует и двух строrо одиваховых по размерам тел. Последнее в 

по.пв.ой мере распространяется на орrаниЗМЬI любой выборки из 

изучаемой совокуnности животных одноrо ]3И.Шl. В связи с этим, 

коJIИчественная {статистичес:кая) оценка промеров тел животвых 
базируется на математической теории распределенЕЙ. 

Счи:'l'ается общепризванным, напр:имер, что все мерные по

:казатели, выраженвые в единицах метричесRОй системы, распре

делены по вормаnьаому закону. Поэтому основными мерами IШот

nости распределения Х,: значениИ кахого-JIИбо бимоrическоrо 

показа~я на метрической m:кane являются средняя арифметиче

схал ( HxiJ - параметр расположевИf.l: и среднее квадратичесхое 
отмовевие ( <5хс:> - nараметр масm~аба /36/. Пос.nедвее исполь
зуется также в qорме ошибки средвей арирметичесmй. 

Изучая рост грушш животных одного вида, биолог проСJiе

живает динамику средвше арифметических значений разных по:ка

sате.nей, оценивает величину их изменений. Однако, ве отдавая 

себе в Э'!'ОМ отчета, он иеволъно прослеживает и травеформацию 

.ва метрической ппшле распределев.d :каждоrо из пока.зате.nей и 

интеrральной составляющей е~ичаых распределений разных по

:казателе:й - совместного распределения всех показателей, :как 

о'!'ражевия во времени дин~лики распределения rеометричеоких 

qорм, ЯВ7IЯЮщmtся груnnой изучаемпс объеиов. Интересно, что 
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привимая ахсиома.тично, :ка:к даmшое, по.nчиаеввость всех мер

вsх показатеJiей ворма.пьвому захо.ау, исСJJедователь полностью 

упусхает из ви.цу ROJIИЧec т венную сторону процесса роста· и 

О1С83нвается проото не в соото.яаии о6ъясmrrь, :как, в ооответ

с~вии с каким законом осуществляется траsсформап~ распреде

~евий цризвака аа метрической шкаnе единиц измерениа по мере 

роста изучаемых 6иолоrических объе~ов. 

Известно, например, что "При измерении параметра .JU и 
постая:п.ном б кривая !J= 1 (х} 6удеr смещаться вдоль оси ОХ, 
при этом qх>рма ее не изменяется" /2/, rде / (Х) - фувкц:ия 
вормаnь.аоrо закона, jU - математическое ожидание, б - с'l!ан
дартвое откnовевие. Одваио, при соблюдении Dдтироваиноrо ус

Jiовия звачевие RОэффициевта вариации {С",;) далжв.о заковомер
.ао у.мевьmаться: при JU~ с:>ос> Схс-..- О. Ках согласуется nри
:ведеВIШЙ пример 'l'равоформации кривой ворма.львоrо раопреде.пе

в:ия о действ:пельностью? Показано, например, что существует 

обратная связь между размером признака и степенью ero вtlрьи
ровавия /35/. Тем не менее, при росте животных ве.личшш С х, 
в рядах распределений х;, з.аачеs.Шi: разs.ых: показателей, даже 

при зааЧИ1'е.n.ьном ко.nе6ании, остаются достаточно mсокими 

/см., например, З/. Можво предположить, что помn!о только 
чrо отмечеввых nричин небпологичес кого ха.ракт ера /35/, под 
воздействием которых вроде 6ы дОJIЖНН умеs.ьmаться зs.ачевия с5, 
существуют причmш, обусла:в.ливающие увеличение G распреде
.иевий Х;, по мере poc'l'a биологических объе~.ов. То есть, в 
цроцессе увеличения (роста) объе~ов ИСОJiедоваs.ия, исходное 

распределение ){;. ДQ.ШIШО :как 6н "расnолзаться". Это действи

!'ельво так, и в ПОСJiеднем мы у6еж.даемся всякий раз , RОrдд 
оцениваем разности между крайними 't, вариантами и Mxl в 
выборочных распределениях самых разных мерных показателей, 

построеиншс по материалам измере.аия проб животных, отловnен

ввх из цриродных совокупностей изучаемых вами видов в про

цессе их: роста. Что предстаБ1Шет собой закономерность, зри

те.пьаое восприятие которой ощутШ/10. во смысл сtqНт от ва6.шо

дате.nя? На наш взrляд, ее можно расшиqровать, eCJiи принять, 

что любое исходное распределение х i значений какого-то кон

кретного мерного повазателя трансформируется на осп ОХ не 

ариqметичес:ки - аддw.rивво, а rеометрически - муJIЬтипликатив-
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во. То есть, уве.пичевие размеров T8JI животнЬIХ осуществляется 

m захову rеометричесRОrо poclfa. 
Определение по.вятШ> "заRОВ ·геометричесюrо роста" мн 

uриведем .аиже, а сна чапа по:ка.жем, чrо по.цразумева.ется под 

'lермивом rеометричес:кая травеформация r l значений приэва

ков ва .метрической оси без изменения формы физичесRИХ тм. 

Предnоложим, чrо имее-rся парал.пе.пепипед, значения: признаков 

xoroporo: мина, ширина, внсота, извес'J.'вн. Чтобы nо.пучить 
1 

rеометричес:ки nодобsй па.раллелепипед бOJIЬmero или мевьшеrо-

раsмера, следует умаожить иnи раздеJШ'l'ъ ва JII)бoe требуемое, 

во одно и то ае число, исходвне чиСJiовне значения всех изме

реаd: фигуры. Ec.DJ же значения всех сторон исходной фиrуры 
nоследовательно умножать И1lИ делить ва n разНЬIХ чисел - обра

зуется две rpynnн rеометричесRИ подо6ВЬIХ ФШ'УР, 6ольmих и 

меньших по размерам, чем первоиача.пьвая фигура. rеометриче

с:кая: травеформация значений nризнаков одной исходвой фигуры 

в трехмерном пространстве системы прямоугольных координат 

осуществлена. В итоге, дпя каждого из трех цризваков, харак

теризующих вс10 совокупность полученных фигур, ва Jll)6oй из 

осей трехмерного пространства коордиваr можно построить 

мотаость распределения его Xi. значений. 

Механизм воспроизведения (воссоздания) больших И71И мень

ших по размеру rеwетричесiШХ аиаnргов одаого физичесmго тe

Jia рассштрев не случайно. rеометричесi<Ие анаnоrи - разво

размерные копии исхода ой фигуры, они ее производmlе. ЖИвот

вне разных: видов тоже я:вляютс.я: физическими телами. При этом, 

Jq>ynнoe (взрослое) животвое вырастает (воспроизводится:) из 
zивотвого мевъmего размера. Ясно, Ч'l'О фJрма. тела J11D6oro жи
воrо существа намного сложнее формы физического те.па - па

рал.ле.пеnипеда. Кроме того, в процессе о.втоrевеэа ф)р.ма тела 

животвше может существенно измен.ят:ься. Несомненно одно - по 

мере увеличения размеров тела растущего животного физическое 

сходство формы его тела на СSлизкш: .цруr от друга моментах 

времени роста сохраняется. То есть, в основе роста - необхо

димого ддя существования биологического вида цроцесса изме

нения размерных характеристик тела животных, усматривается 

тот же самый механизм воспроизведения и сохранения исходной 

формы физичесmrо тела. В соответствии с 1С8.КИМ законом осу-
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~с~впяется действие рассмотреваоrо механизма? 

ОтдеJlЪвое физичес:кое тело ипи rруппа физических тел, 

ОJtИВаRОВЫХ по природе своеrо происхождения, внешнему и ввут

реввему строевИJD, растут по захову rеометричесRОrо роста, 

eCJIИ увеличевие зваченd всех поиазателей, выраженных одно

имеВВЪIМИ единицами измерения и отражающих особеваости строе

еаия: их TeJI, происходит му.пътшши:кативно, а звачеаия RаЖ.доrо 

из по:казате.nей уве.пичивамся в одно и то же число раз ва от

резхе времени меж.цv двумя: смежвнми измерениями этих тел. в 

результате Ta.ROro уве.nичеиия: отде.льное физичесRОе тело И1!И 
rpyпna фиэичесRИХ тел остаются геометрическими аналогами 

предшествующих - исходных тел, со всеми присущими исходшш 

тепам особенностями строения. В этом заключается основной 

смнсл понятия - эаRОн геометричесRОго роста. 

Порядок образования rpynrm геометрически подобШ:lХ фиrур 
nоиазав выше. Там же отмечалось, что в .пюбой выборке живот

вые одного вида раЗJIИчаются размерами те.n и геометрически 

подобны по форме тел лишь nриближенно. Поэтому наша дальней

шая задача состоит в том, чтоСSы вы.ясвпь, каким образом, в 

соответствии с определением геометричесного роста, будет 

осущестВ11Я'!'ься совмествое увеличение (рост) rруiШы (выборки) 

животньrх. Иначе говоря, нам nредстоит травсформировать в n -
мерном пространстве системы координат п распределений Хс: 

значений nока.зате.nей, отражающих строение (форму тел) живот

вше исходной выборки. Очевидно, длл того, чтобы КОJШчествен

но оценить суть пропсходящего, необходдмо, чтобы наборы Xi 
значений каждого из показателей аписывались цривой какого

либо одаого статистичесmго распределения. 

Следовательно, прежде чем прис!уПИ'l'Ь к трансф:>рмации 

хотя бы одаого набора Хс: значений тоrо wm: иного признака 
на метричесmй ШRале, требуется :выбрать ТШI статистического 

расцреде.ления )J)1f.[ аnпроксимации исходной выборки Хё. этого 

признаха.. Кроме тоrо, цель наших: общих рассуждений сводится 

не TOJIЬRO к тому, чтобы nо казать, хак в результате трансфор

шции исходного ВУ:lборочноrо распределения ( Xlt. J одного nри
зааха на разные участки метрической шкалы nолучаются геомет-

' 1 1 рически nодо6IШе распределения Xi 2 , Xi3 , ••• , Xin • 

Мы ставим целью при6лизить общую ситуацию к конкретным яме-
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ВИJD4, то есть так переносить исходаое распределение )(;." , 
чтобн оно Е.RС:има.пьао совпадало с JПDбнм истиввнм распределе

виеu звачеиmt roro же призва.ка, mcтpoeRНI:L'\4 по результатам 
измерения другой пробы животвнх и расПОJlоже.ашш .аа другом 

участке метричесmй JПКaJIЬI. То.пь:ко так мы можем оценить изме

вевия в форме тел у изучаемых орrаиизм:>в за периоды времени 

мu.цv СМеi!.ВЫМИ измереаиями ипи иа;ыми ивтер:валами времени их 

роста в условиях среды обитания. . 
Исходная и поСJiедующие проdв .живоmых, отобравнне из 

природной совокупности через определенвне промежутхи времени, 

обычно состоят из раз.анх особей. По Юiассификации Ричардса и 

Кэвеве такие оборы относятся к давВЪIМ типа С 142/. Следова
теnво, трансформацию исходвоrо выборочвоrо распределения 

Хн ва JПDбое истинное раопреде.ление значений: показателя 'JIPY
roй пробы животише 6у де м проводиь путем совмещевм значений 

параметров этих распределений, призванmа: харсшrеризовать 

средвюю RОJiичеотвеавую определеавооть значения призваха. 

ВНбор средних зависит от тоrо, RaROe теоретичеоRОе рас
пределение использовано Д1IЯ аппроксимации внборочных раопре

де.пеаий х" • По традипди медовало бы прииять, что Х;, зва

чев:ия таких по:казате.nей как длина, ширина, высота тела и т.д. 

во всех выборках нужно аппроксимировать только нормальвШd 

распределением /2,3!/. Согласно .цруrой точке зрения, ве.личи
вн. хара.RТеризующие изменение иаких-JШ6о поназателей во вре

мени, дОJlЖВЬI быт:ь мул:ьтшшика.тиввыми /72/. Из определения 
закона геометричесхоrо роста с.чедует, ·что ддя ero выпоJШевия 
отдел:ьв.ые варианты необходимо умножать на :какое-'!'о число, а 

ве уве.пИчивать на это чимо. То ест:ь, eCJIИ принять, что рост 
животиых осуществляется в соответствии с законом rеометриче

свого роста, тоrда все Xi значения показателей в выборках 

дOJVIШI:I аппроксимироваться кривой логвормал:ьвоrо распределе

ния и выборочной среда ей Х L дWLltИa бш:ь оредwш rеометри

чес:кая /34/. 
Средаяя геометрическая из абсоJIЮТиьrх чисел значения: в 

статистике не имеет, nооm.льку эта средняя :из отношений 

/26,34/. Но ее можно предотави,.;ь в ф:>рме средней арифме!_,иче
СRОЙ логарифмов Х;. : tn Мх, = L enXilrt 1 rде Мх~
средняя rеометричвсиая /36/. Одваm, значительно наrJЩДВее, 



g 

вапример, зрите.пьво оценивать дпиву те.па рыб ипи д.пиilу чере

па 1111ехопитающих в абсоJШтюп: числах, а в е в логарифмах этих 

чисел. ПоСJiедвие же можно использовать .IJJШ статистической 

оце.аки, например, сходства ипи раЭJIИЧШi величин, :выражешшх 

в абсоJШТННХ ЧИ[}JШ.Х, пусть даже и в форме средних rеометри

чес:ких. ВОзможно, это .не самый удобвнй - во хонкретвнй спо

соб отражать рост живот.вых. В биОJiоrичесхой пра:ктике примен е

В& математических методов встречаися, на наш взr.JЩД, менее 

определенвне варианты испОJIЬзования теории распределевd. 

Так, например, средвив значения разнш: мерных показат елей 

прИВJIТо вьtражать средней ариq,.tетической- параметром вормаль

воrо распределения Х;. • По средним арlф&етическим и их оmиб
хам ераввивают развне выборки Х;. одаоименвьrх показателей. 

Коrда те же самые :выборки )(;, звачеm одного поRазате.пя в 

совоцупности с выборхами 'ii. , Ь;. и т.д. звачевий .цруrих по

хазатеJ!ей испОJIЬзуют в корре.пяционном, реrрессионном, диспер

сиовном авализе - дан!Пlе логарифмируют. СЧИ'!'ается удобным 

представлять получаемне зависимости в линейном виде. Однако, 

логарифмированием утверждается тот фаш, что ворма.льао рас

цределенн tn х t , а в е х l ! Итак, при реше.шm разннх задач 
одни и те же исходmlе даанне, иак это ни странно, аппрохсими

руют разными теоретическими расnределениями. 

В вастоящей работе было принято решение апцроксимировать 

логнормальным теоретичесхим распределением все :выборки Х i. 

развых мерных показателей, отражающих размеры и элементы 

с~евия тел животнш в paз.mrчall) :rюмевтн времени их роста. 

Поскольку для тех же целей в биологии повсеместно иапользу

ется нормальное распределение, мы посчитали умествым выяснить 

и nокаэать, :какие з.вачен.ия будут принимать :внборочаые средние 

ква.цратичесRИе отмонеmш ( G х;, J и коэqфшщенты вариации 
( Сх;, ) , если выборку х 1. значений одного мерного показателя, 

по траДШJ;ии аnпроксимированную вормальннм распределением, 

трансформировать ва ме~ической оси в соответствии с законом 

геометрического рос та. 

Предnоложим, что в нашем распоряжении имеются результа

ты измерения ,IJДИНЪI тела рыб, пробы которых отбирались из 

изучаемой nриродной груnnы (nоnуляции) через ка:кие-то равные 

промежутЮI календарного (астрономического) времени (день, 
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дещца, месяц и т.д.). Д1Iя всех х, значений дпИВЪt ~ела рн:сS 
каждой пробы мы :вы:чиСJШJiи параме~рн логиор&альиого и нормаль

воrо расnределений. Перенос X;.,t вариант исходного выборgчво

rо_распределения (пероой пробы) с_параметрами MxL~ или ffxн 
( Мхн - средняя геометрическая, MXL~ - средвяя арифметиче
с:кая ДJIИИа) на учас~п метрической оси, числовые значения хо
~орых соответствуют значениям ддиан тела рыб в выборочных 

распределениях второй и последующих пр>6ах, провели noCJieдo-- -вuе.пьио, умвожая RВЖJ11lЙ из Х i.l. ва величины М Xt:2/M х i.1 , 
lt'-'* - ~ -.J - - -

Mx~a/Mxtt, ... , MxLn/MxLJ и Мх;.~/ Mxc.i, МхLэ 1 
Mxt~, ... , Mxc:n 1 М Xi.~. , , 
Дпя вновь созданвнх совокуrшостей Х;.",, Х l3, .•• , х Ih рас
считаJ.Iи параметры лоrвормальноrо и нормального распределений. 

Проведешше расче~н: показаJ.Iи, что средние в:вадратиче

ские оТ1t71оRения ( <5 ar, х &.! ) исходного ~cSopo2toro распр~еле
вия и ero геометричесRИХ аналогов с Mx,l, Мхе.~, ..• , Mxin 
ОRаЗаJ!ИСЬ ОДШiаRОБШ\Ш ПО величине: 

-
<5~ха = G tnx~2 = · · · = ....,бь,х ln .-(I) 

Изменение величшш nараметра .ш.сmтасSа ( М х L ) от М х ;.~ 
до Mxc:n не привело к изменению значения параметра qх>рмн 
( <) q" х i. ) исходного выборочного расnределения Х ;. ! , ап
проксимироваавого логворлапьНЬtм теоретичес:ким распределением. 

Перевое Xi.~ исходного выборочного распределения, ап-

проксимированного_вормальвшlll расnр~делеЕ!_ем, от его ~еднего 

арифметического Mxtt к разВЬIМ М Xi.2, М Xi. 3 , ••• , М Х i n 
и ааализ вычисленНЪУХ значений C:Sx;. и С)(;. полученных 
распределений по :казал, что для воех этих: распределений вели

чи:нн :коэqфшщентов вариации бwrи ОДИВаRОВЬI: Cxi. = con~t (2)' 
то есть 

(З) 

Во сRОЛько раз увеличиваJШсь отдельные Х;. и средняя ариф-

метичес:кая: исходного расnределения Х if , во столько же раз 
увеличивалось ero среднее RВадратичес:кое отклонение. То 
есть, по мере первмещения на метричесmй оси исходное рас

пределение "распОJiзаnось". 
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Да понимания сути происходящеrо воспо.JIЪзуем.ся простнм 

цримером. Пусть имеется три геометрически подобаш парал.ле

Jiепиnе,ца, у хоторых д,11иаа фигур - размер одвоrо из ребер -
IO, 20 и 30 см, соотвm'ственно. Сред.wш ддина этого ребра 
(раваая дпиие ребра средвей по размерам фпур~) Д71Я трех фи

l'JР равна 20 см. Уве.пичим дпиау всех фигур в п.ятъ раз. Ясно, 
чrо ,1JJ1Я сохраневил исходного rеометричесmrо подобия фигур, 

размер ~ух .цруrих: ребер (ширину и высоту) иаждой из исход
внх фигур та101е следует увеJIИЧИ'l'ь в Ш!'l'Ь раз. Длина но:внх: 

фиrур будет 50, IOO, !50 см, соответствевно. Средняя арифме
'fИЧSСI<аЯ - д.71ИИа средвей по размеJ)ам фигурн, окажется равной 

IOO см. В исходной rруппе дmma средвей по размеру фигурн 
OlfJIИЧaJiacь от д.пивн '}.J]JyX других фигур ва IO см. Во вновь 
сфJрмированной rруппе тел JIИНейаая разница по дпиве между 

средвей и :крайними фигурами увеличипась до 50 см. Иначе го
воря, увеличение JIИВеШtых: расстояний меж.цv средней ариqъtети

ческой .u.линой и отдел:ышми х;, в выборке и, хак с.ледствие, 

уве.nичение б,ц обуслоВ7!ено ростом фиrур в соответствии с 

заRОв.ом геометрического роста. 

rеометричесвая трансформация выборочного распределения 

иа метричесRОй оси осущестВ7Iева. Ясно, что предстамевная 

шде.nь - идеальвый пример роста животвьrх природной совокуп

ности. В действительности отдельные 3ИВОтнне в такой rpynne 
растут с нес:ко.nъRО развой сRОростью. Форма тел животных так

zе ае остаетая постоянной и с увеличением размеров тел ло

rично nредполагать ее изменение соответственно условиям 

обитания вида. 

Цраltтичес:кая значимость модели, аа ваш взгляд, закmоча

ется в методической стороне воnроса количественной оценки 

роста животных. Чтобы оценить различил в ,п,лине, весе тела 

иnи .цруr:им показате.лям в ~ух иnи нескольких выборках живот

вых одпого вида, Х&. з.вачения rюказате.лей принято аппрокси

мировать иоръшлышм распределением и исnолъзовать t-критерий 

Стъюдента шш F-хритериИ: Фишера. Разобранный пример увеличе

ния размерншс характеристик nоказателей по закону rеометри

чес:коrо роста убедительно nоказывает, что прямое исnольэова

вие t-RРитерия Стъщдеата и F-критерин Фишера возможно только 

пoCJie логарифмиро:ванин исходнш данных. В этом плаве никогда 
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ве ошиСSаютс.я ма.тематИRИ, тах RaR всеrра работаю!' с .поrарифма

ми ЧИС8J1. О,цваво, JIOraplфapyя ИСХОдане даВВЫе, ОНИ прес.педу

Df ивне цели - предс~аВ71ЯЮт в JIИНейаой фо:р~е кривОJIИНейнне 

зависимости. 

По-видимому, -rраасповировааие Х i в ln х, СJiедует про
водпь ве ТОJJЪКО д.пв: тоrо, Ч!rобн устравиь кривОJiивейность 

смзи nеремеввых при изучении биоJiоrичесхих процаесов И1lИ от

де.пъвнх явле.вий /!7 1, во, прежде всеrо - _в соответствии с 
му.пьтиnпикативвнм характером изменения В8J1ИЧИН похазателей, 

О~ЩИХ рост ЖИВО!'В:НХ:. 

До сих пор :мы перемеща.nи ва одаой из осей прямоуrоJiышх 

иоординат П.i1отвость выборочвоrо распределении Х;. одноrо 

:taUtOro-тo поиазате.ля. Рассютрим теперь, :как травсф)рмировать 

по захову rеометричесиоrо роста nnoтнocttь совмествоrо выбо-

рочаоrо распреде.левия i- х звачеой ~ух mхазате.пей ва 
моекости примоуrольвых во ординат. 

Ес.пи на оси ОХ отJiожить значение одвоrо паказателя (ДJiи

RН те.па, например), а на оси ОУ - звачеиие ,цpyroro показате
JШ (ширшш ~епа) , ва ПJiоскости · I«>ордиват их совмествое значе
ние можно обозначить точкой с коордиваmми ( r;. ; у;. ) • Поме
довательно отмадывая: на оси ОХ развне значения МИНЬI, а ва 

оси ОУ - соответствующие :им значения ширины, на плоскости 

воор~атвых осей можем построить сововупность точек - эллиnс 

рассеивания -rочех ( Х;, ; !/i. ) , отражающуD все совмествне значе
ния Д.JШIШ и ширины тeJia у животных исходной или любой друrой 

выборки. Авапоrичввм образом шжво построить в трехмерном 

и.пи nредставить в n- мерн~м пространстве отде.л:ьвьrе точки и.пи 
rруппн точек, соответствующие трем или n значениям развых по
:ка.зате.лей. 

Наша задача состоит в том, чтобы, увеnичи.вая ~;. , У;. , 
z;. и тах .ца.л.ее, то есть увеличивая рt.змерн исходных тел, 

сохранять в веизмеином виде их: nервоначальНЪiе проnо:рции. В 

качестве примеров рассмотрим движение на nлоскости координат 

одной точки ( Х L~ ; !1 i.l. ) - совместное з.аачеiШе дпи.ав ( Xit ) 
и высоты тела ( Yil- ) ];Вбы. 

Увеличим Xi.t и !J и. мул:ьтишш:катпвно - в К раз: 
1 ' 

1 ' Xi2 !1'2 
Xit • К= Х L2 ; !jЦ. ·К= !JLt., отхуда ~i~ - Y~i • 
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Аваnоrичво увеличим XL-t и !/в в L раз: Xi~·J.--xl~; Ун·Ь~~3 
.,1. ы 1. 
А'3 Jt.J I]j 

и XLj = !llJ. • о.пучеВВЪtе OlfВ.OmeiUШ переманных про.nоrа-

рифмируем. Исходв.ая ( X.:t; Yi.~o) и мовь образованная точки 

( X~t ; gi2. ) , ( Хlз ; Уlз ) ва моекости воордиват pacПOJio
R!cя .на прямой, проходящей чеl)ез иачаnо :воордиват. Тангенс 

1I'Jia ваклова прямой в: оси ОХ - tn ~f2- ln !:/ i! И71И fюн;з-lnYii 
lкtXtt-lnXL! tnXL3-/n1Ll 

является параметром ol.. общеизвест:аоrо cтene:aaoro уравве:аия 
У= В Х J.. ( 4) • Испо.пьзуя поВЯ'!'ие "изометрический рост" 1 4I/, 
можно mакретао поRа.зать, :каRИМ долже:а быть ol.. в уравнении 
(4), eCJiи переменВilе 'Xi. и !1;. выраже.вн одноиме:анш.m и разио
имеввнми единицами измерения. 

Дпиау rOJio:вы, д,nиау, ширину, высоту тела рыб обычно из

мерsют в е~ах миаы. При "изометричесmм росте" в уравне

нии ( 4) , отр&tаЮщем, например, изменение :высоты тела ( !/ l ) 
при изменении ero ДJIИНЬI ( Х;. ) ol.. = I. Связь меж.пу двумя поха
зате.пями, один из RОтор:ых ( Х;. ) выражен в едmпщах: измерения 
дпmш, а друrой (Yi ) - в единицах измерения поверхности, 
описывается уравнением (4J с oi. = 2. У rpymш подоб:аых Ф~П1УР 
соот.аошевие меж.д3 любw линейl!Ш.4 промерам ( Х;. ) и объеrюм 
( !J ~ ) тел ( ,_ весом тел животннхJ описывается ~ 4J с cJ.. = 3. 

Заа.че.ние параметра В уравнения ( 4) с ci.. = I, 2, 3 и:>жао 
вывести из определения реrрессии - тавоrо rеаметрическоrо 

места точек, в каждой из которых отношение значения ординаты 

(у;. ) к значению абсциссы (Х;. ) в стеnени d.. есть величина 
постоянная. То есть, при известном rJ.. параметр В прогности

ческой регрессии д;11Я. точки, распо.ложеввой на плоскости коор

динат, можно определить по ее звачеаиям Xi. и !J;, • А теперь, 
задавая конкретные значения Xi. , по уравнению (4J можно 
!рапс формировать эту точку ( Х i ; !li. ) на nлоскости mордиват. 
АналоrИ'ШЫМ образом можно травсформировать .7110бую и~ точек 

{li.t ; Yt ~ ) исходвой выборки:, в том числе и точку ( М х ц ; 
М !IH. ) • В разобранном вшпе случае, например, коrда Х;. и YL 
выражены в единицах измерения мины, ЛИНШТhШ двШtения точек 

( Xi.i ; !1~1. ) исходной выборюr на плоскости коорщшат будут 
расходящиеся веером прямолинейные регрессии. 

Изучение морфологии широко расnространенных видов живот-
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анх, в частности рыб, всегда связано о ря:nом трудностей. Од

ва из вих: вознихает в том случае, когда в отдельных :выборках 

пвотнне изучаемого вида, добытые в разНЬIХ частях ареала, 

разиича.I<У.rся по размерам те.ла. Например, в пределах бассейна 

реки Оби поднимающиеся на нерест в развьrе верестовые npwroки 

особи пеляди существенно отличаются по размерам тела /7, IO/. 
Помому, чтобы :как-то ураВWiт::ь JВЗНИЦV в средних размерах 

рнб из развш нерестовых рек, то ест:ь ис:кmочит:ь возюжное 

ВJIDВие размерной изменчивости, для анаnиза, еали позВОJIЯlОТ 

JС.ИОВИЯ сбора штериа.ла, отбирают в среднем одинаковьrх: по 

дпвве тела IJlб. Последнее бывает невозможно осуществить, 

воrда пробы рыб и .цруr:их ж.ивотннх отбиралис:ь СJiучайным обра

зом. В этом случае для того, чтобы устравИ'l'::ь впияпие раЗJiи

чиl в размере тел пвоташ: из разных выборок, исходные дан

вне индексируют. Jlивейнне промеры тел - индексируют к ДJIИНе 

те.иа, длине головы - у рыб, кондwrобазал:ьвой мине череnа -
у JШеRОnитающих:. Вес тела индексируют к длине тела в степе

ни три mm около трех, вес внутренних органов - к весу тела 

и ~.д. /I,32,37,40/. 
Приведевная выше ИJL1ПОСТрация модели трансформации выбо

рочной совокуnаости (Хн ; !lu. J позволяет проводить прямой 
1\Юjф)логический анализ рыб и др;JГИХ животных, различающихся 

размерами тел. При этом, для оценки средних раэJШчиfii в строе

нии тел животных .разных проб совсем не обязательно oc~cт

ВJDI'f:Ь трудоемкую оnерацию по трансформации на nлоскости ко

ор..цинат :каждой из точек ( Хц ; Yi.t ) , приаад11ежащих: одной вы-
борке животных, в област:ь расположения точек ( Xt.~ ; YL2. ) , 

~ю~ соотношение тех же самых покаэателей у животных 

.црJГой mборки. Достаточно испол:ьзоват:ь исходные расчетные 

звачения покаэателей каждой цробы - средаие геометрические 

( Mxi. = antL ~[!tn XL/n] ) и ( М у"= antt ln[[fr,J;./n J ) , 
111: ошибки ( tn XL= antLtn[ б~,] ) и ( m!IL= anttln[ ~Yq ) . 
а !'авже уравнение ( 4) • 

Апrоритм устаномешш раЭJIИчи:й в соотношении nокаэате

Jiей х и !J у животньrх: двух разных nроб сводится к следую

щему. Пуст::ь, например, покаэа тел:ь Х ("аргумент") - длина 
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lf8Jia, '1 ( "фуiUЩШI") - вес тапа DВО!rВьtХ в ~ух :выборках, при 

этом животвые во В!rорой выборке в среднем крупнее, чем в пер

вой выборке. Средние геометричео~ .пдива и вес тела у живот

ввх первой вы6орп: Nхн ~ mxLt; М У и f m!ltt , второй ВЬiбор-
,.v ,-.1 ,..J ,-.J 

п: MXL2 ~ mx;.2; MYL2 ~ mgL2 • Точа ( м~i.! ; My~i ) и - ~ ( Мх ," ; М у и, } ЯВЛЯJDтся геометрическими центрами ЭJIJlИПсов 
рассеивания точек ( Xli ; Ун ) и ( Xit ; у;.2 J первой и вто
рой выборок. 

Травсформируем выборочное распреде.пе.ние Х i.t по метриче

сиой оси ОХ тахим образом, чrобн ово м:utеимальао валожилось 

ва распределение Х&2 второй цробьt животных. Ках отмечалось 

внmе, мя этоrо СJI~овало .Jн наждое из t i 1 значений длины 

те.па умножить на Мх,2 1 Mx~.i • Эту операцию мы проводить 
ве dудем, так хах травеформируемое распредмеаие Х LL иFJ:c--, 
пред231~вие х i.9. совместятся МЗitС:имально в тоЧitе М хн= Xl2, 

где Н Xl! - средняя rеометрическая т:рансqх>рмированного внбо-
рочноrо распределения .пдины те.па первой про6ы животных. Из 

соотношения I (см. выше) ОJiедует, что при геометрической 
травоqх>рмации распределения Х;. по оси ОХ величина ошибки 

средней геометрической этого распределения в любой точке оси 

ОХ есть величина постоянная. Чтобы вычиалить црог.ностическое -, 
звачение М Yt2 , воспо .. "!Ьзуемсл средаими геометрическими 
Я хн. и М у i.~ первой пробы. УСJiовие "изометричесиого роста" 
Xi.t и !1 i..i будет вtmOJIНJIТьcя, если в уравнении (4) rJ.. = З. 

Значение параметра В в уравнении (4) должао 6нть: В -
=MYLi /(Mxt!)3 • В цмо.м, уравнение (4) д.шi отнс:кания точ-

~ 

,oJI ,-JI М ~ З 
хи Му~?. примет вид: Myi2: _Ylt ··Мх,: 2 • В результате 

(Мх i.!)э 
травсqх>рмации на новом месте расположения иа nлоскости коор-

( , , 
диват совместное распределение Х;, 2 ; !f/,2 ) будет иметь 

,-.~ Х r-JI )( ~, 

:координаты ( Мх;,2 r. mxt!; М Yi.2 ·1. mgtJ. ) , так как М Х~! = 
- ,.., 1 ,..., 

= MxL2. • Разность ( М Ylz- М~ t4, J покажет, разJШчаются ли 

животные первой и второй пробы по соотношению Х; и У i . 
Как видим, алгоритм оценки средних раэ;mчий: в соотноше

нии ')J13yx по:казателе:й, отражающих элементы строения тел жи-
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ВО!fВНХ в раз.внх пробах, о:каз8Jiся махсима.пьво простым в испОJI

вевии. Вмес'rе с 'l&lll, создается ощущение. что ero прахтиче
сиаs: црилОЖИМ>Ст:ь каR dн odyCJioвneнa прJ~ВЯТЫМ решением аппрок

СJIIШРоватъ вн6орочвые распредеJiевия мервп поха.зате.пей кривой 

JIOI'ВOpмaJIЪИOro распредеJ18ИИЯ {UOpмa.tibllO распределе.ан лоrариф-

111 чисел). По-в'РЩИМ)му, требуется поitаза.~ь, что прИНЯ'l'ЬIЙ за 

основу роста принцип нwлътипликативноrо изменения величин 

похазателей, помимо своей лоrичесRОй определенности, прояв

.u:ется и :в резул:ьmтах измеревия животвнх. 

Из JIИТераТурНЬ1Х ИСТОЧНИКОВ ИЭБеСТВО, Запример, ЧТО JIOr

BOp.мaJIЪH08 расцредеJiеаие успешно иопо.лъзуется в прахтике био

Jiоrичес:ких исследовааий /2,29/. Лоrичесиой предпосЬlJIItОй ero 
црименевия {~льт~ивность роста ве подразумевается/ мo
rrt служить мвоrочиСJiеаНЬiе работы по росту разньrх видов рыб 
и .цруrих: водввх пвот11Ь1Х. Смым прЕЩПОСWIКИ заRJШчается в 

том, что при определеиВЬIХ условиях pocm объектов наблюдения 
хривы:е, отражающие распределение личинок рыб по этапам разви

тия, размервый ИJШ весовой состав молоди и ВЗJЮСJШХ рыб в 

изучаемых совокупностях, положительно асимметричны. Причины: 

возникновении пол~ельной асимметрии хривых распределений 

разиых nокаэателей у рыб наиболее полно обобщени и всесторон

не проааализировавн в работе Г.Д.ПоЛЯRОва /30/. В работах, 
выполненных в маве исследования действий "эqфекта груnnы" и 

"метабОJiичес:вого фона" в попуJIЯЦИЯХ ВО.ItВШС животных, размер

ная и весовая диф]?ереициации животных цредставлена особо 

воатраство (см.о6зор 38/. Обширность литературных сведений 
о феномене "положительная асимметрия" кривых распределений 

}ВЗНЫХ мер.ньrх показа'!'елей, а также соdс~венiШе наблюдения за 

ростом личинок и мОJiоди карпа в условиях nрудовш хозяйств 

14/, позволя:ют считать это ямение правилам, по крайвей мере 
объективно отражающим наиболее общую заиономерность роста от

дельВЬtХ rенераций водних животнЬIХ на отрезке времени их жиз

ни с момента nерехода ЛИЧШIОК на IШl'ание внешншли кормами и 

до момента массовоrо настуnления nоловой зрелости. 

Следует подчеркнуть, что во всех без исключения литера

турных: источниках "положителы-1ая асимметрия" зарегистрирова

на в тех случаях, когда ДJШ выборочных распределений Х;. 

значений повазатепей расечитывались параметры нормального 
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распределевия. То есть цредпо.nаrалос:ь 1 что х, значения 

мервше поиазателей расцреде.nеВЬI sopмaJ.~ЬRo. Можно .nи стnr.rать 

это свидете.пьством тому 1 что в с.пучае "пОJiопте.пъвой асим-

метрии" ВЬiборочвоrо распределения Х;. , лоrариф.лн Х;. рас-

пределеiШ ворма.n:ьво? Ответить ва Д9 нннй вопрос попытаемоя 

аа примере штериаnов на6Jшдевий по росту liOJloди харпа в ры

dоводвом пру liY. 
СеrОJiетв:и иарпа выращи:ваnись в внраством пруду Б:ипей

сJtОrо рыбопитомника СверД71овсmй области в Jiет.н:иИ: период 

!975 rода. Пробн МОJIОди (по 50 эиз. } отбцраиись ежедекада о, 
при контро.пьвом облове пруда меJIRОячеистнм неводом. Авализ 

соотвоспепьиой динамшm )JДИШ:l , высоты, то.mцинн и веса тела 

у ш.поди проюдится по материапам ее измерев:d на протяжении 

семи де1ЩЦ роста. 

Первова'Ч871ЬНО 1 ДJ1fi каждого из 28 внбороЧВЬtХ распределе
вd х с. чеиq>ех nоиазате.пей wчис.nили параметры нормального 

распределения: среднюю арфетическую, среда ее хва.цратиче

схое отК71оае.ние и коэqфщиент асимметрии (А). В nя:ти случаях 
из 28 асимметрия хривых оказалась отрщате.п:ьной (от -0.03 до 
-0.39, отJIИЧИе от нормальной :кривой не достоверно). В 23 
с.пучаях асимметрия кривых вьrборочвых распределений поназате

лей 6ы.па положи.rельной \от +0.05 до 2.22, в шести случаях 
отличие от кривой вормаnьноrо закона а.педова.nо считать до

стоверным). ПоСJiедвее позвОJШ11о предположить, что по :край
вей мере в шести случаях не исключена вероятность распреде

ления вариант в выборочных совокупностях по логнормальному 

за:коау. 

ДJrя вшепения закона распределения вариант в отде.пьИI:lХ 

выборочных совокупностях бWI испоJIЬзовав СSолее строrий кри

терий - Х 1 Пиреона, значения которого вычис.nялись по методу 
раваой вероЯ'l'нооти /271. Ввача.пе было выдвинуто предположе
вив, что Х i выборочных совокупностей распределевн норлаnь

во, и дпя ero проверхи рассчпапи значения Х 2 •. Ава.поrич
внм образом расчет Х .2 произвели из предnо.пожевия, что вы
борочные х, распределены логнормально. 

Внчис.nешше значения Х 2 (на 5% уровне значимости) не 
позвоJIИЛи одвозиа чво массифицировать ожидаемый тип распре

деления х, • Jiиmъ в одном случае выборочное распределение 
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по д.DRe тепа можво бн.по ОЧИ'l'аs ворма.пъsьrм (третий оd.пов, 

А = -0.37; Х 2 = !9.6). Раопределеввнми логиорма.nьно ока.за
.поь звачевии вес а теm у мОJiоди в :выборках пятого и meoтo

ro об.повов (А= +0.7!; А= +0.98; "'/. 2 =20.2; 1. 2 = I4.8) и 
дпинн тела у мОJiоди в внборках морого и meoтoro обловов 

(А- -0.09; А= +О. 76; "Х 2 =I8.4; 1.2 =!8.4). ПодчерRВем еще 
раз - значения хоэqхрициевта асимметрии (А) раоочитаm из 
предположения о ворма.пъвом раоцреде.пении :выборочных х;. ! 
В девяти алучая:х: одни и те же внборочпне раопреде.л.евия х i. 

<Впи и вормап:ьннми и лоrиормаJIЬВlШИ {пять раопределевиtt по 

весу те.па, три распреде.п:ения по дmme тела, одно распределе

вив по mco~e телаJ. Соответствие :кахому-JIИбо из двух пред

попаrае&sх теоретических расnределений определить ве удалось 

д.1IЯ четыриа.пдати выборочных распределений. В эту группу во

вши семь выборочных распределений по rо.пщиае тела, шесть 

распределений по высоте тела и одно распределение по длине 

те.nа у молоди в nервом облове. 

Итах, несмотря на хажущуюоя веопределGввость, результа

'fН статистической цроверRИ позволяют очитать, что Xi в от

дельных внбор:ках разВЬtХ мервых по:казателей, отражающих эле

менты строения тел молоди ка.рпа, одинаково иnи большее число 

раз действительво 6ьtли распреде.л.ены по логнормальному захову. 

ПоСJiедвее за:КJII)чевие и поСJiужило освоюй для проведения ава

.пза по oцeRRe изменений в форме тела молоди ка.рпа, происхо

дящих по мере роста рыб в дnиау, с использованием рас четных 

параметров логнормального распределения. 

Расчетная часть анализа nредставлева тремя таблицами. 

В 'fабл. I помещены средние геометрические значения дпивы, ве
са, высоты и толiЦИIIЫ тела молоди :карпа, вычиСJiенные по ре

зу.пьтатам измерения рыб в Rа.ЖДОМ из семи обловов nруда, про

водимых ежедекадно, по мере роста молоди. В rрафЪI та6л. 2, 
со второго по седьмой обловы, помещевн теоретичес:ки ожидае

мые средние геометрические значения веса, выооТЬt и толщины 

тела молоди. Их расче'f осущестВ7!еR при помощи уравнения ( 4) , 
в котором в качестве nоказателя-арrумента использовались 

средние значения длины тела (см.табл.I). В совокуnности с 

измеренной средней геометрической длиной тела сеrолетков, 

значения всех похазателей в каждой из ноловок та6л.2 вое-



Таб.пица I 

По:каза-
'l'eJIИ 

t ' см 
Q ' г 
н . см 
в . см 

Средняя rеометричесиая ДJIИНа ( f) , вес ( Q) , ВНСО!'а (Н) И то.пщива 
tte.na (В) у молоди карnа в по.цека.цвъа: od.noвax пруда 

о б J1 о в Ь1 

I 2 3 4 5 6 

r.эr ~ r.or х 4.43 ~ !.02 5.40 ~ !.02 s.4o:. r.o2 7.45 ~ !.02 7.50~ !.02 

0.!6~ !.05 2.66~ 1.05 5.06~ !.055 8.92~. !.06 I4.I8~ !.05 !4.05~ !.06 

0.5!~ !.02 х 
!.53:~. !.02 !.88 ~ !.02 2.3!~ !.02 х 2. 78•t. !.02 2.69~. !.02 

0.28~ !.04 о. 78~. !.02 !.02~ !.03 х I. !51. I.ОЗ !.44~ !.02 х I. 43 '1. I. 05 

7 

8.34~ !.02 

!9.23.~ !.05 

2.99~ I.-02 

!.49~. !.02 

Таб.пица 2 

Показа-
тел и 

Q,r 

н ' см 
в ' см 

Прогностические значения* среднего rеометрического веса, высоты 
и то.лщины те.па молоди во втором- седьмом оd.повах пруда 

о б .п о в Ь1 

2 3 4 5 6 

2.00 ~ !.05 3.62 ~ 1.05 6.02 ~. !.05 9.49 ~ 1.05 
')( .. 

9.69 '/, 1.05 

!.18 ~. 1.02 1.44 ~. !.02 1.71 ~. 1.02 1.99 ~ 1.02 2.00~ 1.02 

0.65 ~. !.04 о. 79 ~ 1.04 х о. 94 '/. 1.04 
)( 1.09 .,, 1.04 )( 

1. 10 ·t. I. 04 

Примечание: эе - прогностические значенИSI показателей, в совокупиости с дпиной 
тела (см.та6л.1), воспроизводят средние nропорции тел МОJIОди 
карпа nервого облова. 

7 
)( 

IЗ.З2·J. 1.05 

2.23~ 1.02 

!.22 ~ 1.04 

to 
1 

1 

1 

' 

! 

1 
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произвоДfl'r, в среднем, rrs же самую RОJJИЧеСтвевную опреде.nев
вость пропорций те.па, которая Оша свойсi'Веааа рн6ам в первом 

оd.пове пруда. Соответственно уСJiовию rес:14етрической травсфор

JЕЦИИ распредеJiе.вий Xt ва метричвсitОй: оси (с.м.:выmе соотиоmе

аие I) , ошибки средних rвометричесхи:х всех похазателей травс
формированы без измевев.ий. 

Разиости от сраввев.ия средаих rеоме~ичвских - измерен

.вых (см.табл.I) и теоретически оDдаемых (см.та6JI.2) значений 
веса, внсотн и тОJiщивы тела, соответствующИх оnределенной 

средвей rеометричесвой )J,11ИRe тела сеrо.nетков в конкретiШе мо

менты времев.и их роста, помещев.н в тa6JI.3 (верхая:я цифра от

дельной клетки таблицы). Достоверность ващдой разности ацени
вапась t-критерием Стьюдевта (вижаяя цифра отдельной метки 
таблицы), по логарифмированным значениям средних геометриче

ских и их ошибок. 

Показа-
т ели 

Q ' r 

н ' см 

в, см 

Таблица З 

Изме.аев.ие исходаых nропорций тела молоди 
mpna в процессе ее роста 

Обловн 

2 3 4 5 6 7 

+0.66 +!.44 +2.90 +4.69 +4.36 +5.9! 
+4.!3 +4.62 +5.!7 +5.82 +4.89 +5.32 

+0.35 +0.44 +0.60 +0.79 +0.69 +0.76 
+9.27 +9.52 +10. 74 +1!.94 +10.58 +10.47 

+0.13 -t0.23 +0.21 -t0.35 -t0.33 ;.0.27 
+4.!5 +7.67 +4.IO +6.34 +4.19 +4.53 

Из табл.З видно, что по мере роста молоди карnа в ддШlУ 

исходные проnорции их тел, в .средаем, однонаправленно изменя

лись с первоrо по пятый обловы. Тело :r;нб утолщалось, увеличи

валась ero высота. В период с пятоrо по шестой обловы молодР 
практически не pOCJia. В это время высоmте.nость рыб сиизи
лась, они стали более nроrонистыми. На последней декаде на

блюдений сеголетки увеличили свой вес в сре~ем на 5.I8 г. 
При авалоrичвом изменении всех друr:их nоrшзателей, тело рыб 

все же не восстановилось в тех цропорциях, которые 6ЫJiи ему 
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свойственны в IШ'rом оСS.повв. В целом, одаако , в завершающем об
лове высота, то~а и вес тела у мало~, по отноmевию R ддиае 

TeJia, б:ьши внmе, чем в первом облове пруда. Во всех с.пучаях 

достоверность изменения исходвнх средаих пропорций TeJI у cero
Jieтxoв бъша значимой. 

Тахов Rраткий иr or анализа по oцe.RRe динамики пропорцd 
!'eJI молоди :карпа, происходившей .ва протяже.аии семидесяти дней 

ее роста в пpylJ3. Вероятно, СJiедовало бы выяснить, значения 

:кахих показате.nей на отде.nьннх: отрезках и в течение всего 

времени роста измеиялись быстрее, а хавие медленнее, то есть, 

что превалировало в процессе роста рнб - утолщение их тел 

И71И увеличение внсоRОте.пости. О~етить на эти и другие вопро

сы мы поnытаемоя в с.nедующей r.naвe. ~есь же отметим то глав

ное , ради чего бWiи ваписавы все пре.IЩдущие строки. 
Впервые в практике исследованиИ роста животных, eCJIИ не 

считать O]JJ:ly попытку /6/, в настоящей работе результаты ана
лиза соотносительного изменения значений разных повазате.nей 

представлены в абсо.nютн.ых, а не в относительных величинах. В 

итоге облегчено их: зрительное ос.мысJIИ13а1Ше. Главвое же заR.111D

чается в том, что впервые взаимосвязаны логичес:кая и приющц

вая сторона проблемы изучения и холичаственной оценки роста 

животных - му.nътшшикативный xapaR!rep роста живых организмов 
и логнормальность выборочных распределений ишлереиных зиаче

аий разных мерннх:· пох.азате.nей. При этом, испоJIЬзование при

RЛЦДНЫХ методов исследований утверждается логической оцреде

.nенностъю :картины роста животных, а не наоборот, кa.It обще

принято в nрактике. Следуm' обратить особое внимание на ис

пользование в анализе rрwппового роста животных модели изо

метрического роста, которая цредставл.яется вам смьrмовЬIМ ана

логом таких физичес:ких поиятий, :как идеаnь.вый rаз, абсолютннй 

но.nъ, черное тело. 

2. r.IOДFJIЬ ШОМЕI'РИЧЮКОI'О РОСТА 

Как отмечалось выше (см.табл.З), иаходная проrонистостъ 
тел у молоди карпа в среддем однонаnравленно изменялась на 

протяжении nяти nервых декад их жизни в вырастном пруду. Ина

че говоря, строгое условие изометричесmго роста в той форме, 
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в :ваRой :мы ero себе nредставляем, .не внпоJ!ВЯ1Iос:ь. Рост тела 

МОJiоди в дпиву, ширину, высоту соответс~вова.п сиорее пон.ятию 

аJШометричес:кий рост, то ес~:ь пон.ятию ~акоrо типа роста жи

:вотвшс, при ItОТором значения похазатеJiей, отражающих соотно

спе.п:ьное увеличение о-rде.пъвшс промеров те.и в процессе роста 

орrанизшв иа :каком-то цромежутm времени, уваличивапись по 

отиоmеаию ]JJJYr к ]!JJYry в разное число раз. Соотносител:ьную 
JtИВамику значеШ д13ух таких по:казате.пей приаято описывать 

уравнением ( 4 J • Извест!Ш и друrие ТИIП:l рос~а живот.IШХ. Одна
ко, рассмотрение всех .цруrих типов роста, а также математиче

СRИХ-фуи!tЦШi, приrодаш: ,IJJIЯ их аппрохсимации, в нашу задачу 

ве вхо~ - все они достаточно xqpomo описаны /14,!6,25,28/. 
~ес:ь мы попытаемоя выделить и оdсу~ь лишь векоторыв свой

ства математических соотношений и способов вычисления их па

раметров. 

Все без исRЛIОчевия математические функции, испо.п:ьзуемьrе 

д.ш1 RОJIИчествевноrо выражения процесса роста животных:, явля

ются фунхдиональными зависимостями, то есть в таких соотноше

ниях значения показателя у фуВIЩИоиально зависимы от значе

вий показате.nя х • 
Бнчис.nение параметров уравнений регрессии проводится 

при помощи метода ваиме.в:ьmих квадратов (MHKJ по моделям .пи
вейвой регрессии или линейной корреляции, " ••• который по су
ществ,у совпцnает с методом мавсимал:ьного працдоподоdия в 

с.пучае нормально распределенных на6л.юдений" /17, с. !99/. В 
этой же рабо-rе указано, Ч'l'О ,IJ,ЛЯ применения МИК необходmю , 
чтобы связь МSТlJlJJ переменнmш t i. и У;. бWia линейной, а на 

с.206 приведены некоторые наиболее часто употре6л.яемые для 

оtшсания роста животньrх: иtтематические фушщии и мeтo.Inl их 

тmеаризации. В частности, вШiрЯМJlение кривой уравнения ( 4) , 

при ol.. :F I, может бнт:ь осуществлено путем логарифмирования 
исходных: Х& и !1;, • Итак, мьr вьrде.лшtи два необходимых усло

вия ддя применения МВК - линейность перемеюшх Х,: и ':li в 

регрессиоввой модали и расnределанность значений каждой из 

перемевНЬJХ по нормальному закону. Проверим, как выпмняется 

н.а прахтике второе условие. 

Предположим, например, что требуется количественно оце

нить процесс роста rpyntш изучаемых объешов, представляющих 
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собой попуJIЯЦИЮ животных одаоrо вида. Рост животных популя

IХИИ JЮЖНО описать по результатам иэ.меиевия во времеаи оре.ц

вих з.вачеииИ одноrо по:казателя - мины их теп:а, .пибо по ре

эуJiьтатам ооо~носпе.пьиоrо изменения: средних звачевий д13ух 

и dOJiee поиазате.пей (дJ1ИRе, высоте, весу тела и т.д. J. Что
бн :воопо.пьзоваться МНК, во воех СJiуЧаЯХ прежде воеrо требу

ется устраниr.ь цриволивейвооть выбравной за основу теорети

ческой связи переменвых. Если в качестве аппрокоимирующей 

фушщии иопо.пьзовать уравнение ( 4) , то МЯ линеаризации ре
rресоии необходимо логарифмировать оредnие значения и пока

затепя-арrумевта, и показател.я-функции и то.пько после этой 

операции рассЧИ'l'Ьlва.ть МНК параметры уравнения. При этом 

еотеотвенво, следует либо бШ'ь увереliВЫМ, либо хотя бы по.м

вить о том, т.rro исnользуе.мьtе в регрессионной модели средние 

значения каждой из переменных опионваiО'l'Ся и.пи дOJIЖНI:l описы

ваться Iфивоii вормаJIЬНого распределения. 

Проверку nоследа его положения проводить не принято. В 

пособиях по биометрии ШIИ довазнвают, ипи nросто рекомевду

ют соглашаться с мнением, следуя которому исходные совокуп

ности данных, с которыми р:tботают биологи, во многих ОJiуча

ях хорошо описываются кривой нормального распределения 

/2,!7 ,ЗI и мв.'JJJ)./. В лучшем OJiyчae преможево как-то оце
нивать и ус~ять асимметричность выборочного расцределе

.вия значений призваха: nравило З <' , коэФI>ициеит асимметрии. 
Итак, параметры с/.. и В уравнения ( 4) можно рассчитать 

МН:К после .nоrарифмирования: средних значений исходных данных. 

Следует ли из этого, что после опершщи логарифмирования 

средних поЯВИ1!ась возможность ддя их оmrоания кривой вор

:ма.льноrо распредмения? Попытаемоя выяснить, возможно JIИ во

обще опиоат:ь кривой нормального распределения совокупность 

средних значений ИJIИ совокупность лоrарщi:мов средаих значе

.вий хакого-.mбо показателя, полученную по результатам изме

рения: животвнх в разные моменты времени :их роста. 

Для примера обратимся к рядам измереннЬIХ значенd вре

мени. Временной рцд данных представляет собой совокупность 

последовательно увеличивающихоя чисел - арифметическую про

rрессию из выбранных ддя оточета времени роста животных 

астрономических единиц измерения времени (день, декада, ме-
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сяц, rод и т.д.). ЧисJiа времеа.аоrо ряда ве моrут бнть распре
дапевными нормально. Поэтому, если требуется оценить рост 

аивотных по зваче:ниям :какого-то одвоrо по:казате.ля (дnиве те

.па, например) , то есть использовать время в модели JIИRейной 
регрессии в хачестве аргумента - временвой ряд данных приня

то кодщровать. Отыскивают не средRее значение нонцретного 

отрез:ка временного ряда, а cROpee ero центральное значение, 
по отношению к нотарому, при нечет н ом числе чпенов ряда, на

пример, сумма отк.лонений первой стеnени всех .цруrих чпевов 

рцца равна нyJIIO. 

Наrлядные цримеры кодирования временных рядов разншли 

авторами, при mrсшс.певии МНК nараметров лШiейнъrх: регрессий, 

приведевы в учебном пособии по биометрии /!7, с. 202-205/. 
В тех же примерах дается порядок вычислений, осуществляемых 

с данными, представленными в модели линейной регрессии в :ка

честве показателя-фун~и. Вцдим, что в основу вычислений 

положены Фwндаментальные теоретические представления о нор

мальном распределении независимых СJiучайнш: величин. С точ

:ки зрения математшtа, вероятно, о.ле.цует согласиться с авrо

рами в том, чrо в юдели линейной регрессии каждому значе

нию аргумента "i;. (время) южет соответствовать совокуnность 

случайных величин у,: , независшлых и нормально распределен
ише с параметрами JWi и б/ /!7, рис.48, c.I92/. С точки 
зрения практи:ка, однако, когда им по модеJШ J!Шiейной регрес

сии вычисляется среднее арифметическое значение nоказателя

функции по средним арифметическим его значениям в разных 

внбороЧНЪIХ совокупностях, все же возникает вопрос - каков 

закон распределения выборочных средних? В этой связи, воз

иикает и другой вопрос - что представляет собой среднее 

црифметичеокое из средних арифметических выборочных распре

делений признака - математическое ожидание геа еральной сово

купности всех значений (nромеров) данного признака? 
Предпможшл, что в нашем распоряжеiШИ имеютоя резуЛьта

ты измерений одного какого-то показате.ля, характеризующего 

размер животных в nоnуляции. Промеревы все животвые данвой 

nonyляcruiИ, численность которой составляет IO 000 особей. 
Допустим, далее, что все Xi значения показателя в гене

ральной совокуnности расnределены нормально с nараметрами 
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fUL и б/· . Ehnи теперь из всей совокупности промеров отби
рать случайным образом (наудачу) по IOO цромеров, а затем 
АЛЯ :каждой выборки рассчитать среднее арифметическое - ве

роятно, можао согласиться с тем, что вuборочнне средние rю

rут быть расцределенн нормально. 

Поол~ее возможно, если рассматривается статическая 

модель генеральной совокуnности цризнава, вогда все особи в 

попутrции промерены одновременно. Рост животвше - процесс 

увеличения во времени жизни размерных характеристик их тел. 

По мере роста всех и каждого организма в отдельности биоло

гическое качество отдельных организr~в и всей исходной ге

неральной совокупности организмов изменяется. Молодые и по

ловозрелые животные по своmл биОJiоrичес:ким свойствам раз

личны, хотя последние воспроизведены (выросли) из первых. 

А это значит, что в разные моменты времени роста каждая 

возрастная групnа представляет собой, вьrражаясь языком ште

мат:ики, самостоятельную генеральную союкуШiооть с присущим 

ей хачественным своеобразием. 

Действительно, JIIOбoe nоследующее по времени роста со

стояние особей отдельной генерации и всех особей в изучае

мой популяции оnределяется их предшествующим состоянием в 

этой nопуляции и условиями жизни на отрезке времени между 

предыдущим и nоследующим измерениями. События вза:имосвя:заны, 

зависимы. Не может быть никакой. речи об их независимости, 

с.лучайности. Влшmие среды, как бы ни бшtи случайны ее от

клонения от нормы, ооуществля:ется все же в рамках (nределах) 
существую~~ адаптивных реакций, црису~ основной массе 

особей nony~и. ЕСли же рассматривать рост оддовозрастных 

особей в nопуляции с nозиции закона геометрического роста, 

становится очевидной определенность и обусловленность nоло

жения ка~ой особи в иерархии всей совокуnности особей дав

ной генерации. Ясно, что практически биологи не в состоянии 

измерить всех особей в изучаmюй поnуляции. Поэтому не удив

JIЯет факт, если при отборе nроб животншс из поnуляции может 

проявиться элемент случаfшого попадания в выборку или чуть 

более круnных, иmr более мелшп животных:. С этих nозШJ;ий 

очевидна необоснованность трактования взаимосвязанных и вза

m.юобусловленНЪIХ (в достушшх для ви:п.а пределах) биолоrиче-
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сиих событий с позиции их независимости и случайности прояв

ления. ВерОЯ'fно, посредством математической лоrики доJIЖНЫ 
решаться не mпроон подrонки биологических .явлений: под из

веотНЬiе матема.тичеоRИе цринЦИПЬI и закономерности, во разра

батываться методы холичественной оценки этих явлений о уче

том особенностей nроявления и зановомерноотей их динамики. 

Итах, каховн различия: между рядом чисел, количественно 

регистрирую~ последовательные качественные превращения 

биологических объектов в nроцесое и роста, и числами вре

менного ряда? Ответ н~ воnрос очевцдев- приа~ьных раз
личd нет. Хотя это и не рщt, в котором числа изменяются в 

арифметической шrи rеометрической проrрессии, но это р.яд 

увеличивающихся чисел, в среднем или ив.цивидуально отражаю

~ и рост во времени и изменение Rачественного своеобразия 

rруппн :wm ~дельного организма. При этом, не вызывает со
мнения, что и числа временного ряда отражают те же самые :ка

чественные цревращения биологических объектов. Отмеченное 

смысловое сходство чи:слоВЬIХ рsщов позВОJШет количественно 

оценивать результаты качественных превращевий животннх, про

исходивших по мере их роста в среде обитания. Следовательно, 

7Ш.К tmcлa временного ряда., так и числа IЩдОВ измеренных зна

чений разншс nоказателей, не югут быть описаны кривой нор

мального распределения. 

Таким образом, и в модели линейной регрессии, и в ю

дели линейной корреляции, если они используютоя для количе

ственной оценки качественных: превращений, происходяnщ в 

процессе роста животных, необходимые уоловшr .м.я совnадения 

МНК о методом максимального nравдаподобия не выполняются. 

Совпадение методов можно ожидать, вероятно, лишь в том слу

чае, если при помощи вьпnеупо:мянутш: моделей оценивать функ

циональную зависmtость значений l.Wyx nошtзателей, отражаю
~ качественно оnределенное состояние животных в nопуляции 

в какой-то юмент времени их жизни. А для этого, как из

вестно, можао использовать только отдельные выборочные со

вокупности измеренных значений разных показателей, в каждой 
из которых кривой нормального распределения описываются ло

гарифмы измеренных значений nоitазателей. 

Подвергать сомнению или отвергать сложившееся пред-
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о~авление о методах о~нки разных биалоrичеоких явлений все

rда трудно, а порой и небезопасно. Дпя этоrо, очевидно, недо

статочно просто показать или нак-то доказать несостаятель

вооть общеприэ.аанноrо методическоrо nодходд. Требуется пред

ложить новый подход к решению тех же практических задач, ко

торый бы к тому же еще и не слишком противоречил теоретиче

СRИМ основам науки, на базе которой он сформирован. Без про

фессиональной математической подготовки, эвристические ново

введения в область ~цдаментальной науки моrут стоить биоло

rу его реnутации. Во избежание послемего советуют ничего не 

придумывать, а просто пользоваться проторенН1Пли дорожками -
общеnринятыми методами математической обработки. Подобного 

рода рекомендации аmорам порой прослеживаютоя в рецензиях 

к работам, nосъшаемым ими в центральiШе журнаJШ. Вместе с 

тем, црофеооиональная заинтересованность исследователя тре

бует максимального осознания всей полноты произво~ им 

действиИ, в том чи:сле и осознания сущности исnользуемых ме

тодов. И если последнее не всегда возможно, главным образом 

в силу ограниченности знаниИ в смежной научной ДИСЦИIIJiхше, 

не исюnочается вариант, когда биолог пред,лагает методический 

прием количественной оценки отдельных биологических явлений 

или процеосов, бмее достуiШЫЙ ему в nонm.18.Нии сr...шсла прово

димых оnераций и конвретнести получаемых результатов. ~Ш 

восnользуемся таким вариантом и, по аналогии с моделью изо

метрического роста биологических объектов в соответствии с 

законом геометрического роста, предложим модель аллометриче

ского роста. 

Для примера используем данные табл. I (ом. I главу). В 
системе прямоугольных координат о логарифмической шкалой нам 

nредстоит nостроить линию, отражающую карт~у со~естного 

увеличения л~ариquов средних значений д,лШlЫ ( ~ М х ~ ) и ве
са тела ( tn Myi ) у w.олоди :карnа в процесс е ее роста в nруду. ,.., 
Для этого на п.:'lоскость коордш1ат нанесем вое точки Cln Mxt. ; 
ln М ~ i ) и соединим их отрезками n:рлмой (рис. I) • В резуль
тате полу'tШМ эксnериментальную кривую соотносительного увели

чения логариQ1v1ов средних значений nоказателей Х и У • Наша 

дальнейшая задача заitЛючаетоя в том, чтобы н~nлоскоо~ коор

динат. в интервале значеiiШi nризнака х ( en Мхн- en MX~J ) 
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Рис.!. ЛИНии связи логарифмов средних значений длшш (f) и 
веса тела (0.}. I - эксnериментальная кривая роста· 
2- линия аллометрической связи:G =0.02I24·e 3.!206 
(cl = 3.!206, см.та6л.4); 3 -линия изометрической 
связи: Q = 0.02296• t 3. 

- -и признака у ( fn Мун -ln М У i.1 ) , провести такую nрямую ли-
нию, которая 6ы в средnем отражала соотносительное увеличе

ние логарифмов средних значений этой пары nоназателей на всем 

указанном интервале их значений. Ддя этого, очевидно, необхо

димо вычислить nараметры соответствующей математической функ

ции. 

Построить прямую линию на плоскости цря:rюугольных коор

динат с логариqмической шкалой можно при nомощи линеfшой фор

мы уравнения (4) tny = €nB+ot2nx • Искомую среднюю ВеJПiiЧИ
ну углового RОэффициента ~ (тангенс угла наклона прямой к 
оси ОХ) nолучим путем усреднения всех oL i , вы'tшсленных для 
nрямолинейных отрезков эксnериментальной :кривой. Так, наnри

мер, для nервого прямолинейного отрезка эксnерш.шнтальнffii 
Iq>ивой, ограниченного на плоскости координат точками (~ Мхн; 
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rJ ,.., -

ln М~н ) и ( fn Мх~2 ; еп м ~L2, ) t значение of.i. отыщем по 

формуле J. t = tn B:t<a....;; ln fiq i! ( 5). Тем же способом и е co
in Мхс.2- е., Мх н. 

ставляет труда :внчиСJiить ,.J...i и всех последующих IIрЯМ:>.линей
иых отрезков экспериментальной цривой. 

Тиn средней величины, необходимой для усреднения ~, , 
выведем из соотношения (5). Вццим, что значение углового RО
эффициента представляет собой отношение разностей. Средняя 

из отношений. :ка.R уже отмечалось в первой главе, есть сред-

няя геометричес:кая (oZ) "- rl (о(;.) , где e.n d.. i. должны 
t.=i 

быть распределены нормально. Значение пара1rетра В для линей-

ной формы уравнения ( 4) расе читаем по средним геометрическим 
ДЛИШ:l и веса тела у молоди карпа в nервой пробе (см.табл.I). 

То есть, на nлоскости црямоуголыuЬt RОординат с логариqмиче

ской пmалой точка { fn Mxt! ; tn Mytl J будет являться: не 
только началом модельной nрямой изометрического роста, но и 

началом модельной пркмой аллометрического роста. 

Как в~~. в предложенном способе расчета параметров 

уравнения (4J, призванного количественно отражать взаmюсвязь 
значений двух мерных показателей - хар~еристик роста живот

ных, не требуется соблюдение нормальности IШ дл.я распределе

ния значениИ: показател.я: !f (как в модели линейной регрессии), 

ни для распределений значений .nоказателей Х и у (как в мо

дели линейной корреляции). Становится: очевиддой nравомочаость 
использования в качестве nоказателя Х не только рядов значе

ний разных мерных показателей, но и временНЬJХ рядов данных:. 

Поскольку, однако, нормальность двумерного распределения то

чек ( Xl ; у;. ) в предложенной модели аллометрического роста 
не выполняется, исключается возможность исnользоваюm: такого 

статистического nо:казателя, как коэqф:vщиент корреллфш. Кро

ме того, необходшло nомнить, что информа'l'ИВНость среднего 
r.-' 

геометрического значения ;.J..i самым непосредственным образом 

зависит от распреде.леншr величин tn cL, , выtmсленн:ых Д1.LЯ 
прямолинейных отрезков эксnериментальной кривой роста. Иллю

страция этоrо nоложения nриведена в та6л.4. 

В горизонтальные графы табл. 4 помещены значения cl- i. , 
вычисленные no данным табл.I и соотношеншо (5). Обозначенхш 
(t-t ), (Q-t) и т.д. означают, что ol..;, вычисл.ялась для 
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Таблща 4 
ВелИЧИНЬI cl...i отрезков эксп!Рименталышх :кривых 
и средние геометрические ( J. ~ J модельных линий 

связи значений разных nоказателей 

мещду измерениями ,-.J 

I-2 2-З 3-4 4-5 5-6 6-7 d..t. 

I.2I37 0.5389 0.5906 0.6808 0.0369 0.6887 0.7!05 

4.0553 !.5859 !.9707 2.0773 -0.0505 2.0360 2.2!74 

!.5850 0.508! 0.7!60 0.8300 -0.!805 0.6859 0.8003 

!.4780 0.66!6 0.4!70 !.0078 -0.0382 0.2666 0.6426 

3.34!2 2.9428 3.3368 3.05!2 -!.3686 2.9563 3.!206 

!.3059 0.9428 !.2!23 I.2I9I -!.89!6 0.9960 I.I263 

1.2!78 1.2277 0.706! 1.4803 -!.0352 0.3878 0.9044 

ЛШlий связи значений nоказа тел ей: средней ,IJ,71ИНЫ тела и едив:r;щ 

измерения времени, среднего веса тела и едшtиц измерения: вре

мени и т.д. (все обозначения nоказателей роста смотреть в 

табл.I). В nравой вертикальной колонке nомещены средние reo-
~ 

метрические ( ;}..;. ) каждой из совокуnностей oL.., • Проанализи-
руем ряд значений ol..l эксnерш.'lентальной линии связи средвей 

мины тела молоди и едиющ измерения времени. максимальное 

значение r:J.. 1. (е -t) получено ДJ.IЯ интервала времени роста рыб 

между nервым и вторым измерениями {!.2137 J. На двух последую
щих промежутках времеiШ роста d.." ( l- t) и о/..3 (е- t) были ни
же в 2-2,3 раза. Но на четвертой и шестой декадах :их значе
ния возросли. Как отмечалось вшnе (см.табл.I), в nериод вре
мени между nятым и шестым обловами пру да средняя длина тела 

у юлоди карnа практичесюi не увелИЧI171ась. То же сшюе видим 

и в табл.4, где величина o(g(l-tJ (0.0369) на этом пятом от
резке времени в пятнадцать и тридцать три раза меньше, чем 

ее максимальное и минимальное значеншr на nервом и втором от

резках времени роста рыб. Из общего nонятия о средней в~1ичи

не следует. что ~ 5 ( 2-t) = О. 0369 не может быть исnользована 
для вычисления выборочного значения средней геометрической. 
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ОтлИtШтельной чертой изменения:. величин. ol., э:кспер:имен
тальных линий связи значениИ: веса, высоты и толщины тела рыб 

и единиц измерения: времени роста (2, 3 и 4 горизонтальные 
rрафн табл.4) явилось то, что на том же пятом отрезке време
ни роста рыб их: значения: оказаnись отрицателышми. Логарифмы 

отрцательнш: величин не существуют, то есть о1., < О не мо-
r." 

гут быть ·использованы ДJI.Я вычислеция: ~,· • С друrо:й стороны, 
отрицательные значения oli прямолинейных отрезков экспери
ментаnьных кривых роста противоречат понятию роста , как про
цесса увеличения во времени размерных и весовых характери

стик тел животнш:. Значит, отрицательные о/. i. и резко умо

няющиеся по величине от одноименных им ol..;. других отрезков 
экспершлентальных: линий связи следует иск.mочать из этих со

вокуnностей при вычислении соответствующих rZ,: . Поэтому, ,..., 
при вычислении (:1.. ;_ по наборам ol.. t каждой из семи: экспери-
ментаnьных: линий связи, все значения d..;. пятого отрезка 
времени роста рыб не использовались (та6л.4). 

- 1 Если оценивать результаты вычисления ~, с большей 
строгостью, следует отметить не совсем удовлетворяющую аас 

. /'!" 

величину J.1. св -t) модельной лиаии связи средних: значений 
толщинн тела и единиц измерения времени. Казалось 6ы, что по 

результатам анализа данных та6л.З, ее значение должно было ,_ 
быть выше, чем dli(e-t) • Причина песоответотвил полученно-
го и оющаемого результата, ·на наш взгляд, состоит в сле.цvю

щем. Так же I~ак и oL.$ ( t-t) , а!, ( B-t) = 0.2666 (см. 
табл.4) существенно отличается по величине от одноименных 

J..г (в -t J .цруг:их отрезков времени. То есть, при вычислении 

~l (8-t) величину oL, (B-tJ следоваnо не использовать. 
~ 

Но тогда, при аналогичном вычислении J.,i всех .цруrих: модель-
ных лШiш1 связи, мы должны были исключить одноmденные им ol,. 
Дело в том, что величины ol.;. отрезков эксперmлентальНЬiх ли

нm1 связи значений раэнш показателей, вычисленные для како

го-то одного отрезка времени, соnряжены между собой. Так, 

например, имеем oi.J.(t-tJ = I.2IЗ7, cl..J.(Q-t) = 4.0553 и 
d...i(Q-e) = of.t(Q-t)/ol.1(l-t) = З.З4I2 {см.табл.4). Это 
естественно, так как cL i вычис.ля:.mюь по соотношенmо ( 5) • Но 

r.J -точно тaiOite, наnрямую, соотносятся cJ..u Q-t) и d..i (€ -t) • В 
r.J ' ' 

та6л.4 ~;. (Q.-e) вычислена по набору t:J.;. (Q-e} , но ее 
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r-' 

можно получить просто nутем деления cl;. (Q-t) 

еоли значения nоследцих известны. Соотношение 

~ 

на d.. i а - t) , 
1":" 

(/..i (Q-1) = 
~ -= J..;. (Q.-t)/cl.ict-t) не внполняется, если по тем же рядам ис-

ходных данных {длина, вес, время) вычисление параметров о/. t 
соответствую~ регрессий цроводщлось МНК. 

Прямая связь значений Zt модель.вых линий связи пока
заталей роста животных и единиц измерения времени позволлет 

';::: !1 1 lj #"!'~ ,_ - 1 

вычислить d..;. = v oJ.i(t-t).~l(G-t)'ol..i(H-t)·rJ.чв-tJ такой lVDде.ль-
ной линии связи, при помощи mторой возможно получить единую 

оценку изменения во времени средн:их значений всех мерных: по

казателей, о~ших: рост rpynnьr животных, в нашем случае -
,w 

рост молоди карnа. Очевидно, для того, чтобы оценки ~l и 
~ 

;J..,; были неемещеиными и эффективными, не как в нашем случае 

с cZL(8-tJ и ~i r в-е> , сле.цует привлеRа.ть для ко;mчественно:И: 
оценки роста животных более Д7ШНIШе, чем в табл. I, ряды сред
них значениИ: поRа.зателей:, а та.юке большее число мерных nоRа.

зателей, чтобы 6шо возможно оnределить нормальность распре

деления совокупностей Ь,,А;,- и LnXi. 'одним из методов стати
стики. 

До сих пор мы не затрагивали воnрос , что nредстаВ71Лет -собой: величина tJ.. L или ~ l , :кроме того, что это есть тан-

генс угла нанлона црямалинейного о~резка, nостроенного на 

плоскости прямоугольных координат. Поназано, например, что 

при любом типе роста: nараболическом, экспоненциальном или 

s-образном саА~ строгую оценку относительного прироста зна

чения какого-то nокаэателя на отрезке времени можно получить 

путем вычисления значения параметра С экспоненциального 

уравнения У =А ect (6) по формуле С = er, YJ+• - tn YL (7). 
tl+1 - tl 

Подразумевается, что С отражает удельную скорость роста зна-

чений nоказателя на отрезке времени. В свя:зи с этим, не удив

ляет, но обращает на себя внимание тот фа.кт , что за частую 
аnпроксимацию некоторых рядов исходных данных, отражающих 

рост животньrх, рекомеН,ПJ'ЮТ проводить по одному уравненюо, а 

удельную скорость роста для nрямолинейных отре.зков эь:сnери

ментальных кривых рос та, noc троенных no тем же рядам данньuс, 
Вьtчисллть по ф:>рмуле (7). Заметим, однако, что nравшлочность 
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такого методического подхода к оценке роста животных обсужда

.ется рядом авторов цритически /8, 9, I4, 23, 24/. 
Нет надобности доказывать, что удельная скорость роста 

на элементарном отрезi<е выражается как :; . =С у ( 8) • Вме
сте о тем, из соотношений (6) и (7) видно, что значения еди
ниц измерения астровомического времени ( х = t ) , где в каче
стве единиц оточета времени могут быть использованы интервалы 

времени, равные дню, декаде, мео.яцу, году и т.д., изменmотсл 

в арифметической проrреосии. каждый после.цvющий член ряда от

личается от цред~ущего на величину выбранной за основу еди

ницы отсчета времени: (tl+i- t;,) = (tL+z-ti+j)=(ti+3-ti+2) 
и т.д •• Запишем уравнение (4) в экспоненциальной форме: 

у = 8 е cl.. er, х /5/. Если )( = t - единица астрономич:ес кого 
времени, логично утверждать, что параметр d... степенной функ

ции (4) является оценкой относительного nрироста значения по
казателя у в логарифм единицы астрономического времени: 

d.y = а'~~·Х) (9), то еоть отражает удеJJЬную окорооть роота 
значений nоказателя У на элемевтqрном отрезке (см.соотноше

ние 5). Но тогда мы увидим, что отрезки времени (enti+J.- &ti), 
( enti.+2- €nt i.·H), ( entL+3- fn t i +'2. ) и т .д. , где t L , t;. +! , 

tt .. 2 , ••• , tL+n в совокупности представляют собой ариф
метическую прогреесию из единиц астрономического времени, не 

равны между собой. каждый nоследующий отрезок времени меньше 

предыдущего. Можно ли сделать так, чтобы разности логариqмов 

бЪТJiи численно равRЬI? Можно, но )J)1.ff этого сле.цует цризнать, 

что время: жизни животных протекает мультиnликативно, то есть 

шкалу времени для измерения роста животных следует выразить 

в форме геометрической nроrресоии. Реально ли предполагать 

NWЛЬтиnликативный характер цроцесоов жизнедеятельности жи

вотных? На этот воnрос мы nоiШТаемся ответить ниже. 

Попытки замены шкалы единиц астрономического времени 

шкалой других: единиц измерения длительности nроцессов роста 

и развитm:r биологичеоюDС объектов известны /см. обзор 2I/. 
Так, например, nри изучении затюномерностей индивщуального 

развития растений и животнЬIХ разными авторами " ••• во всех 
случаях время: было оnределено не в единiЩах астрономичесitого 

времени, а в долях (или числе) того шnr иного периода раэви-
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тия, продолжительность которого бWia nрин.ята за единицу вре

мени" /таJЛ же, с. ЗI/. В своих исследованиях авторы уnомянутой 
работы в качестве единицы продолжительности развития (Эталон
ного периода развития) использовали продолжительность одаого 
митотического цикла в период п~вых синхронных делений дроб

ления ( 't о ) , paBJ.lYIO интервалу между одноименВЬIМИ фазами мито
за двух последовательных делений дробления /см.танже 20/. 
Вьtбор такой единицы продолжительности развития обусловлен 

тем, что nериод синхронных делений дробления ОIШсан в эмбрио

генезе животных, имеющих разные типы дробления и относ.ящюсс.я 

к разнw классам: к м:>ЛJПОС:кам, червям (коловраткам), ракооб

разным, насекомым, асцидиям, рыбам, амфибиям и птицам /см. 
также !8,33/. Кратко проанализируем результаты проведеиных 
авторами исследований. 

На примере эмбрионального развития: юдных зmютных (ры

бы, mфi!бии) nоказава, что nродолжительность эталонного nерио
да ('Со) развития так же, как и некоторых четко засекаемых 
nериодов зародышевого развития (Г{" ) животншс изучаемого ви
да, зависит от те:мпературъt развития:. Однако, еСJШ животные 

данного вида развивались при разных (фиRСированных) темпера

турах, величины одноm~tенНЬIХ индексов '!" 1 Z'o - отношение про
должительности любого четво засекаемого nериода развития к 

nродолжительности эталонного периода, в этих разных условиях 

развития не отличались по величине. Изменение темпера туры 

развития: приводмо к численно однозначному проnорциона.nьному 

измене.rшю (увеличеншо ипи уме.ньшеншо) nродолжительности ра.з

НЬIХ периодов развития. 

В соответствии с каким принцилом изменялась ддительность 

отдельных периодов развития и всей совокупности периодов за

родышевого развития? Вспомним, что требуется для. того, чтобы 

одно :wm rpyпna фи~ических тел, по мере уве.mrчения исходных 
размеров (в цроцессе роста), оставались геометрическими ана

лоrами цредшествующих тел. Очевцдным является условие роста 

таких тел по закону геометрического роста, в соответствии с 

которым значение каждой отдельной хараRТеристИI~ (показателл) 
и всей совокуnности значен:vrй хара:ктеристик, отра;лающих рост 

физических тел и выражешнЬ!Х одноименнЫми единицами измерения, 

увеличиваютел J.\УJIЬтиrши:кативно, в какое-то число раз за один 
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и тот же промежуток времени. При этом, отношение значений 

двух любЬIХ характеристик - индекс значений, есть величина по

стоянная. Последнее и является ответом на поставленный в на

чале этого абзаца воnрос - длительность (время) отдельных пе
риодов развития, :как и всего зародъnпевого развития, изменя

лась мультиnликативно. Но если в эмбриональный nериод разви

тия (и роста, естественно) животных время их: жизни изменялось 

мультШIJШкати:вно, имеет смысл утверждать, что и на .цругшс от

р~зках онтогенеза оно протекало и nротекает точно таким же 

образом. ~ли же nопытаться отвергнуть последцее, то тогда 

мы окажемся не в. состоянии даже nросто сравнивать животных 

одного вида в разные моменты времени их: жизни, Ra.R и в случае 

апnроксимации выборочных распределений значений мерных .nока

зателей, отражающих рост животных в разные моменты времени, 

разными аnnроксимирующими фующиями {см. первую главу) • 
Итак, на nримере работ, в юторых детально рассматрива

ются особенности Зародышевого развития разных видов животных 

мы выяснили, что время развития, а следовательно, и время ро

ста животных можно считать изменяющимсл цультиплик.ативно. По

следнее не исключает, что и средняя nродолжительность периода 

зародышевого развития, nродолжительность периодд хсизни до на

стуnления половой зрелости~ других nериодов жизни и общей 

продолжительности жизни животных могут соизмеряться друг с 

.цругом на основе nршtципа мультиnликативности. 

В своей работе мы не занимаемая анализом особенностей 

эмбрионального развития животных. В ней делается nопытка nред

ставления и апробирования единого метода ноличественной оцен

ки роста животных. Однако, хозшчественная оценка процессов 

роста и nроцессов развития животных, на наш взrллд, должна 

осущестВ71Ят:ься одними методами, на основе одних: исходних 

црmщиnов, nозволяющих сq;ормировать одно оnределенное пред

ставление о nревращениях, происходящих в разных, но взаимо

обусловленных природных nроцессах. 

· Предположим., напрШJiер, что требуется nроверить, Ra.R co-
r.' 

относятся продолжительность какого-то nериода развития t" n 
. i1" 

и продолжительность эталонного nериода развития: '{,о у живот-

ных конкретного вида nри разньrх темnературах развития. Ясно, 

что ддя выяснения Этого воnроса nрежде всего требуется про-
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инкубировать отдельные nартии оплодотворенных яйЦеклеток дан

ного вида животных: nри разных температурах и измерить 't'o и 'Сп. 
На оси абсцисс nрямоугольной системы коордднат отметим 

точку, численно соответствующую длительности (времени прохож

денилJ эталонного nериода (То ) у nартии зародышей, развивав
mих:ся ·при какой-то одной фиксированной температуре (I8°, на
пример) • На оси ординат аналогичным образом отметим точку, 
численно соответствующую ,uдительности nериода развития: (.'С 11 ) 

этих: зародышей при той же темnературе. Теnерь на rшоскости 

координат можно нанес'l'И точку ( Xtoi ; !lt1. ) , численно со
ответствующую времени nрохождения периодов развития ~о и ~n 
цри темnераТJ7ре I8°C. Теоретическую (прт.юлинейную) зависи
мость между цродол.жительностью nериода 'lo и r,., при разных 
темnературах в области оnтимальных темnератур развития на 

плоскости координат :выразшл отрезком nрямой, проходящим че

рез то;mу ( Х t•J ; !1 t•i ) • Для проведения llрffмолинейного от
резка восnользуемся уравнением (4) - У= В х J. , где ol.. =I, 

В = ~t·~ . Предположим, что другую nартию .яйцеЮiеток iiНкy-
t~ 

бировали при темnературе 20°С и получили !{" = Xt2 и 'Cn=Yt•2 • 

Если ·действительно выполняется условие 'L11 !'Со = con~t , 
точка ( Xt; ; !:Jto2 ) окажется лежащей на отрезке nрямой, 
проведенной по уравнению ( 4) с известными ol. и В через 

точку·( Xt~ ; Yt~ ) · 
Модель прmлолШiейной (изометрической) связи продолжи

тельности двух развше стадий в эмбриональном развитии живот

ных одного вдца построена. Очевидно, что аналогичную модель 
r:' 

петрудно nостроить, если в качестве L n использовать про-
должительность другой стадии развития. 

Эмпирический статус м:> дели, воспроизводящей закономер

ность в чистом виде, сле,цует, пожалуй:, уже из самих сnособов 

получения величин ~о и 'Сп в эксnерименте - как в процессе 
созревания ооцитов, так и в развитшi зародышей разных видов 

животных. Продолжительность flo и "Сn измеряют по передо
ВШv'l ооцитам или nередовым зародышам, а не по вы6орi\е, в сред

нем характеризующей развитие групnы /II,I2,I9 и rАа.др./. По
лученные таким спое о бом ГС о и 'Сn , а следовательно, и 
значения ГС n 1 tto , как у одного вида, так и у разных видов 
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животных в зоне оубоnтимальных темnератур различаютол, а чи

сленно совпадают практически: лишь в зоне оnтимальных темпера

тур развитШI /2!, рис. 5/. Очень близки, но вое же не совсем 
r. 

одинаковы и значения ~о у животных: разных видов. 
r:" 

Покажем, как исnользовать модель изометрической связи l 0 
tr .. .. .. ~(, rt' 

и ·<-n д,ля количеотвеннои оценки деиотвительнои связи о и un 

в nараллельна nроводимых оnытах по развитию зародышей оддого 

вида животных при разНЪtХ темnературах. Предотавим, Ч'!'О в на

шем распоряжении имеется: партия оплодо~воренных яйцеклеток 

:какого-то вида .животных. Вою партию яйцеметок разделим слу

чайным образом на n равных по численности rpyiШ. Каждой груп
пе яf1:цеклеток создадим условия для развития: при :конкретной 

температуре. Исnользуем весь известный для дРаного вцда жи

вотных интервал температур развития. В качестве эталонной 

температуры выберем какое-то вонкретное ее значение в обла

сти оnтимальных температур развития зародышей данного вида 

животнш. Груnпу .яйцеклеток, развитие которых будет осущест

вляться: в условиях эталонной темnе~туры обозначим как эта

лонную группу. Выборочное среднее 'loi , а ·также выборочные 
~ 

средние 'tnl всех .цругих:, четко фиксируемых стадий разви-
тия, вычисленные по результатам измерений их nродолжительно

сти у зародышей эталонной группы, используем для nостроения 
'?.' ?." 

исходных моделей изометрич:есвой связи Loi и Gnt. • 

Последовательность nостроения модельной линии связи 

зпаче.аий двух nоказателей и схему анализа nо кажем .на nримере 
~ r:;' 

исnользования: средних выборочных 'Соэ и t'nэ - средней про-
должительности эталонного nериода и средней продолжительно

сти какого-то дрwгрго, конвретнаго nериода развития зароды

шей при эталонной ( t 0а ) температуре. Параметры уравнения 
I:J = В х ~ где Х-~ э , у -"Сп э , nризванного o~a-

,..-J ,.- /r 
~ • ~ • б J I В c.,na 

зить связь "о' и ·" n' , у дут равны: Ql'-. = , = w . 
";:;f dc., о~ 

Использовав одно произвольвое значение ?:0 Cio< l..oa или lo > ~о а), 
по уравнению (4) о известными d... и В вычислим соответству
ющее произвольвое значение 't 11 и на pпcymte nлос:кооти: коор
дднат без труда nостроим отрезок nрямой, nроходящий через 

,...., ~ n' 
точки ( 'i0 э ; L. n э ) и ( 'lo ; "" ) • Oцeimy лшrейнооти связи 
r-:' r::::' tt oi и 'l: n L при разных темnературах осуществим тем же ono-
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собом (и в той же последовательности), :которшл оценивалось 

изменение соотносительности средних значений двух nоказате

лей по мере роста молоди карnа. Вначале, наnример, на оси 
~ 

абсцисс рисунка отложим значение ~о~ , а на оси ординат -
f"'Z:1 
'Сn~ , получеRНЪtе по результатам инкубации rpynпъt зародышей. 
при температуре (t +I)°C. На nлос:кости координат точка (fo!; 
~ . 

~n~ ) может оказаться расnоложенной либо на отрезке модель-
ной прямой, JШбо выше или ниже от него. Подставим в уравнение ,..-
(4) с известными ol и В Х= 'С о-~, ц :вычислим прогностиче-

';;/' ~, ~ 
ское знач~ние '- nt • Разность ( 1:'nj -1: nt ) меж.цу средней 
nрогностиЧеской и средней эксnериментальной nродолжительно
стью периода развития: "CnJ. , положительная или отрицат~-

"r.' 
Iiaя nокажет, на какую величину, в среднем, отюrонилась t n! 

от ожидаемой ~~1 , соответствующей условию выполнения цря-
~ ;:::::r 

мой проnорционалъной сва:зи меж.цу "Coi и '1:ni при изменении 
темnературы развития на I°C. Этим способом можно вычислить 

~1 
nрогностические значения: lnt и оnрэделить отклонения (раз-

ности) в длительности nериода ~n для любой из темnератур 
развития, в условиях :которых проводились наблюдения по раз

витию эароДЫIПей данного вида животных. Статистичес:кая значи

мость полученных разностей может быть оценена с учетом осо

бенностей геометрической трансформации: выборочных распределе

ншt значений признака на любой иэ осей nрямоугольной системы 

:координат ИJIИ особенностей геометрической трансформации выбо

рочного распределения точек ( Х i ; 'J l. ) на nлоскости :коорди
нат (см.nервую главу). 

Сказанное выше и рассмотренную схему последовательности 

использования модели изометрической связи 'С о и 7: n вовсе 
не следует пршпплать как доitазательство того, что отмеченная 

многШJIИ исследователmли заrrономерная прямолинейная связь ме.Ж

l!У "С о и 'i n в области оnтимальных темnератур развития не 
выnолняется:. Вместе с тем, анализ литературных источников 

все же позволяет предполагать, что изменение ередни значе-
~ ~ 

ний ( ГС о и 't n J может осущэстВJiя:ться: и не в полном соответ-
ствии с моделью изометрической связи То и 'lп , а как-то 
иначе. Если это действительно так, то есть, если возникнут 

основания считать, что связь между 'С о и 'Сn криволинейна, 
такую ситуацию можно оmюать моделью, по аналогии соответ-
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ствующей м:>дели аллометрического роста живот.аых. Назовем ее 

моделью аллометрической связи 'С о и ГС n • Вычисление парамет
ра с/.. уравнения (4J проюдитсл тем же способом, что и в мо
дели аллометрического ~та живот~, и в той же последова-

тельности - от точки { 'Col mL" ; 'iпL m~n ) • Значение napa-
r-::" Г-':!' 

метров В, на наш взгляд, следует ВЬIЧИсллть по 7:оэ и 1: пэ 
эталонной группы. 

Подведем краткие итоги. Модель изометричесКой связи про

дОJiжительности двух периодов развития животных, с первона

чально заданщши значеншnли nараметров уравнения: ( 4) так же, 
ках и модель изометрического роста животных, на первый взгляд 

являютел как бы аналогами общеизвестной модели линейной ре

грессии - по значениям одnой переменной отыскиваются все про

гностические значения дРУГОй. перемеnной. Это единственное и 

скорее поверхностное сходство отмеченных типов моделей. От

личие изометрических моделей от модели линейной регрессии со

стоит в том, Что nервые cyry6o nрогнестически отражают зако
номерность в чистом виде. Использование же модели линейной 

регрессии предполагает лишь установление какой-то функцио

нальной зависимости одной переменной от ~гой. Функциональ

ной зависимости, но не функциональной связи переменнш:. Усло

вию отражения функциональной свлзи переменных, на наш взгляд, 

в полной мере соответствуют представленные здесь модели алло

метричесRОго роста и аллометрической связи продолжительности 

двух периодов развития в nроцессах зародышевого развития жи

вотных, протекающих: при разных темnературах. 

В модели изометрического роста значения nеременных 

взаимосвязаны на основе оnределенной завономерности. Трансфор-

мируя исходное распределение точеit ( х l ; ':J;. ) на nлоскости 
координат в соответствии с модельной закономерностью, мы тем 

самым восnроизводим условие роста исходной групnы организмов 

без каких-либо изменений в их: строении (проnорции тел) и 
иерархии rpynnьt (исходное расnределение по размерам тел). По 

отношению к такому росту группы nоявляется возможность оцен

ки отдельных изменений в соотношении двух по:казателей, формы 

выборочных расnределений значений одного nоiшзатешr и сов

местных распределеНirй значений разных показателей, nроисхо

дящих: последават ел:ьн о , одн.о за дРугим, по мере измерения ра-
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стущих в поnул.яции животных. Получить единую количественную 

оценку всем nеречисленным изменениям при nомощи модели изо

метричесmго роста невозможно. Для решения такой задачи и 

nредлагается использовать модель аллометрического роста -
модель функциональной с:мзи переменных, а не их фующиональ

ной зависимости. 

В этом nлане модели изометрической и аллометрической 

связи 'Со и 'l n не ЯВJI.ЯЮтся моделями процесс а развития од
ной rpynnы животных при каких-то конкретных условиях разви

тия. Они nозволяют nредставить в цдеале или описать реальное 

изменение соотносительности значений двух каких-то х~актери

стик (nериодов rto и 'lп , например) в раз.ншс условиях раз
вития: груnп зародышей животных одного вида (при разных: тем

nературах развитШI). Не исключено, что две последние модели 
по каким-то сообрrокекwnл невозможности или неудаботва их ис

пользования будут отвергнуты исследователями, занимающимпоя 

изучением развития животных. Действительная их ценность за

ключается в одном - отражая реалыше события, что следует из 

многочисленных m!тературных источников, они позволяют уви

деть мультшши:кативньrй характер течения времени развитИf!, а 

следовательно и времени роста и времени жизни юmот1шх. Но 

тогда в уравнении (4), призванном характеризовать рост живот
ных: - отражать, наЩ)имер, увеличение значений: какого-либо nо

казателя :во времени, nараметр ol.. отражает удельную скорость 

роста значений данного показателя во времени. 

3. Ш>АКТИЧЕСКАЯ ПРИПОЖИМОСТЬ liOДFJIИ 
АJIЛОМЕrРИЧЮКОГО РОСТА 

В предыдущем разделе nока.зано, :каким образом, не исполь

зуя традиционные методы, по соnряженнюл рядам средних значе

ний двух nоказателей можно рассчитывать nараметры cl и В 
уравнения ( 4) и строить линию аллометрического рос та, в сред
нем характеризующую рост rpynrш (популядии) животных. Однако, 
каким бы из известных методов не вычислялись nараметры урав

нения (4) - наnрямую, по всей совоiсуnнооти данных, в конечаом 

итоге мы всегда отроим лишь такую л:rш.ию аллометрического ро

ста, которая отражает .дlШа..мшtу значений двух nо:каэателей, 



4!-

протекавшую естественным образом, а не по хакому-то заранее 

предnолаr.аемому нами напрамению. Предложенный выше метод 

расчета nараметров J.. и В уравнения ( 4) nозвол.яет строЩ':ь 

и такие линии аллометрического роста значений разных nоказа

телей, которые совnадают с проrнозируемым нами изменением 

значений этих показателей. Для этого аледует исnользовать не 

все результаты измерения животных, а лиш:ь част:ь из них, ко

торые по некоторым соображениям соответствуют nланируемому 

наnравленшо роста значений тех И7Ш иных по:казателей, а, сле
довательно, соответствуют и планируемому направ.ленmо роста 

животных. Иллюстрацию этого положения осуществим по материа

лам наших наблюдений за ростом моло~ варnа в ~дах рыбовод

ного хозяйства Тадицкого района СвердловсRой области, nраве

денных в !976-!979 гг. 
Одцой из задач в выполненных нами исследованиях явилос:ь 

выяснение особенностей соотносительного увеличения размеров 

тела и веса некоторых внутренних органов у молоди карпа в 

процеосе ее роста в летнее время, а также изменения веса ор

гадов в процесс е зимнего о одержания. Измерение веса тела и 

веса внутренних органов: селезенки, сердца, печени, nочки у 

рыб в летнее время проводилось ежедеRа.IIдо. Оценка динамики 

значений тех же показателей в зимнее время осущеотвлл.лас:ь 

ежемесячно и :каждый раз по выборке рыб , имевших: одинаховую, 
в среднем, длину тела. 

Рыбоводам средней nолосы нашей страны· xo~omo известно, 

сколь важно выращивать liОС>лодь карпа, способную выдерживать в 

зимовальных nрудах или бетонных бассейнах ддительное воздей

ствие низких: температур среды обитания. Для оцевхи зимостой

кости моло~ карпа разработаны и утверждены к црименению 

раэличные рыбоводно-биологические показа т ели и нормативы. 

К ним, в частности, относятся нормативы по выращивацшо сего

летков карпа о оnределенным весом тела, упитанностью /ЗО/, 
оодер.ж.а.ншо жира на внутренних: органах. Оценка состояния мо

лоди в nериод летнего выращивания или в осеннее время по ге

матологическим или биохимичесКIТhi nоказателям в условиях ры

боводных хозяйств nрактически не nрово~оя, в силу отсут

ствия оборудования и соответствующих сnециалистов. 

в·годы нашей работы в Талицком хозяйстве, стремясь по-
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лучать осенью максимальное количество сеголетков, системати

чески nерезарыбляли вырастнне nруды личин:кш.ш :карпа, доводя 

исходную nлотность посадки до IOO-I50 тыс.шт. на гектар nло
щади nруда. В отдельные годы, с благоприятным темnературным 

режимом в период выращивания молоди, гибель за летнее время 

соста.вляла ЗО-40 процентов. Благодаря гибели части сеголет

ков, оставшиеся в живых R осеннему облову не тольttо достlП'а

ли, но и порой даже nерекрывали установленвне нормативы в ро

сте по весу тела, RОэqфициенту уnитанности, содержанию жира 

на внутренних: органах. При благоприлтiWХ условиях выдержива

ния сеголетков в зимовальном RОмплексе (наличие водообмена, 
насыщенность среды кислородом от 4 до 8 r/л, темnература 
среды от 2 до 4°С, стrо~артная антиnаразитарная обработка в 
растворах малахитовой и бриллиантовой зелени) уже в середдне 
деttабрл, :как nравило, на'tШналсл отход молоди в бассейнах. 

Основная масса рыб nоднималась к nоверхности воды и, при на

сыщенности водаой среды кислородом в 6-8 r/л, пыталась за
глатывать атмосферный воздух. Если рыб тревожили сачхом, 

выбирая nогибших:, некоторые из нmс опроюuсывались на бок и 

их тело начинало судорожно nодергиваться. Создавалось вnе

чатление, чrо такие особи как бы коченели от причиненного 

им бесnокойства. С настуnлением января жаберный аnпарат рыб 

прантически полностью забивалея слизью и грязью и прекращал 

функционировать. Отход молоди в бассейнах резко усиливался. 

В лучmем случае, к началу апреля в живюс оставалось не более. 

5 процентов nосаженных на зимовку сеголетков. Аналогично 
nротекала зимовка mлоди в зимовальном пру.цу деревни Грози

ной. 

В общей сложности за четыре года исследований наблюдения 

за зимовкой молоди :карnа проведены по результатам ее выращи

вания в девяти вырастных прудах. Не выдержали зимних условий 

и погибли nрактически все сеголетки из семи прудов, в двух 

случаях зшvювка молоди nрошла успешно. В одном из этих двух 

случаев сеголетков в nруду не подкармливали в летнее вреtш, 

и к осени оставшиеся в живых имели среднюю длину тела 7. 76 см 
и средний вес тела 8.66 г. В другом nрудУ, где выращивалась 

молодь карпа с норма.льншл чешуйным покровом (только чешуйча

тые ttaprшJ , исходная nлотiiость nосадки составляла 35-40 ты с. 
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штук на :rектар nлощади nруда. При осеннем. облове npy дд· выяс
имось, что отход сеголетков за период выращивания достЩ' 

45-50 процентов, но зато средняя мина тела оставшихся в жи
вых; рыб была IO. 72 см, а средний вес тела - 33.70 г. 

Отличительная черта сеголетков :карпа из этmс прудов за

мючалась в том, что по отношению к ДJIИНе их тела вес селе

зенки и вес почки во второй половине лета и в осеннее время 

бwrи, в среднем, значительно меньше, чем у одноразмерных се

rолетков .цруг:их прудов. В период зимовки у сеголетков на_блю

далось увеличение веса селезенки. Тем не менее, по ·завершению 
зимнего периода жизни вес селезенки численно не увеличился до 

значений, какие отмечались у одноразмерных рыб из других nру

дов в осеннее время. 

На рис.2 и 3 nредставлены результаты соотносительного 
роста средцих значений ддины тела и средних значений веса се

лезешm и веса почхи у молоди в разных вырастных nрудах. В 

моменты проведения первых измерений рыб, то есть на nервом 

месяце nосле nересадки личинок карnа в пруды, соотносительный 

рост ,IJ,11ИНЫ тела и веса селезенки (рис.2) и мины тела и ·веса 

почки: (рис .3) у сеголетков в разных прудах протеi<а.Л примерно 
одднаково, цривые соотносительного роста расположены на ри

сунках одаонаправлено. В дальнеiilllем, по мере увеличения раз

меров тела рыб, кривые, отражающие соотноситалыш:й рост дли

ны тела и веса органа у рыб в каждом из прудов, отклоняются 

от исходного, общего для них наnраВ71ения. Следовательно, в 

разные годы в середине или во второй nоловине летнего перио

да жизни молоди карпа в прудах скл.адывались такие условия 

для ее роста, при которых: нарастание веса селезенки и веса 

nочки, по отношению к росту рыб в д,7!ИRу, происходило быстрее. 

Молодь карnа в третьем цруду (см. рис. 2 и 3) росла Б лет
ний: период I9?? г. значительно быстрее, чем Б .цругие годы в 

этом и .цругих прудах. Причины ускоренного роста ш уже огова

рmзали, так же кait и отметили, что именно молодь из этого 

пруда хорошо nеренесла зmловку. На рис. 2 и 3 видно, что кри
вые соотносительного роста веса селезеюtи: и длины тела и ве

са nочки и .длины тела у молоди третьего nруда проходят как 

бы по касательной к кривым соотносительного роста тех же по

казателей у молоди других: прудов. Однако, кait и у рыб других 
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прудов, после третьего измерения рыб, при средней длине те

ла 9.34 см, в этом пруду направление кривых соотносительно
го роста веса органов и длины тела рыб изменилось из-за бо

лее быстрого роста ·В последующцй промежуток времени веса се

лезенки и веса nочки. 

Казалось бы, процесс нарастания веса селезенки и веса 

почки по отношению к длине тела у рыб в этом пpyl1Jf ничем 

принципиально не отличался от динамики з~ачений тех же пона

зателей у рыб в других црудах. В об~ чертах последнее 

справедливо, но лишь для динамики соотносительного роста ве

са почки и мины тела (см. рис .З). В главном лtе различия прШI

~ьны, так как вривые соотносительного роста показателей 

молоди третьего пруда nроходдт по касательной к аналогичным 

цривым, отражающим изменение значений тех же поназателей у 

молоди в .цругих прудах. 

Принципиально ивой результат соотносительной динамики 

веса селезенки и длины тела молоди карnа третьего пруда в 

конце летнего роста. 

За одну-две декады до окончательного облова вес селе

зенки у рыб в трех из шести рассматриваемых случаев (см. 

рис. 2) изменялся по отношению к длине тела иначе, чем в на
чале или середине летнего времени роста. Максимальное значе

ние среднего веса селезенки у рыб в третьем пруду отмечено в 

пятом контрольном облове - 83 мг, при средней длине тела у 
сеголетков !0.58 см. В окончательном, седьмом облове, сред
няя д,nина тела практически не изменилась (IO. 72 см) , но 
средншt вес селезенки у рыб свизКJiсл до 57.7 мг. ПрШ\I!ерно 

такое же снижение среднего веса с елезенки, при векотором 

увеличении И7Ш той же средней длине тела в последующем обло

ве, отмечено и по результатам роста молоди карnа в четвертом 

и шестом прудах. Однако, средний ·вес селезенки у сеголетi~ов 

третьего пруда поиизилея до величины, которая, nри соответ

ствующей средней длине тела, зрительно совnала с кривой со

относительного роста значений этих nоказателей у рыб в пер

вой nоловине летнего роста. Причина падения среднего веса 

селезенки в трех модельных nопу;ш:циях молоди Iшpna осталась 

невылсненной. Тем не менее, оnираясь на результаты последую

щей зимовки молоди этих: прудов, можно с уверенностью предnо

лагать, что с насту~1ением осени, в nериод быстрого ениженил 
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температуры среды обитания, в прудах произошла массовая ги

бель сеголетков с очень врупной селезенкой. 

Представленные здесь результаты наблюдений по росту мо

лоди :карпа в :вырастнъrх прудах, анализ последующей ее зимовки 

в зимовальном комплексе и зимовальном nруду позваляют счи

тать, что по весу селезенки и в какой-то мере по весу почки 

у рыб можно су~ь о стеnени жизнестойкости сеголетков карnа 

в летнее, осеннее и зимнее время:. Следощте.л:ъно, представля

ется возможным определить норму выраженности веса уnомянутых 

органов для сеголетков карпа разного размера, которая соот

ветствует их нормальной жизнеспособности при росте в летнее 

время и может служить nодтверждением их жйзнестойкости перед 

настуnлением периода низких темnератур среды обитания. 

Вычисление параметров уравнения: (4J дл.я построения ре

грессий веса селезенки по длине тела и веса почки по длияе 

тела, nризванных: отражать графиЧески норму выраженности веса 

органов у разных по длШiе тела сеголетков, провели по мате

риалам наблюдений за ростом молоди карпа в третьем nруду (см. 

рис.2, 3). Помня об особенностях динамики веса органов и дли
ны тела у рыб в осеннее вреМff, вычисление ol регрессии веса 

селезенки по длине тела осуществили по средним значениям по

каэателей трех первых и последнего измерений молоди карпа в 

третьем пруду. Параметр ol.. уравненшr регрессии веса почки 
по ,IJДИНе тела вычисл.IО.Iи по средаим значениям показателей 

трех первых измерений сеголетков в том же, третьем пруду. 

ЗНачения cl.. на каждом из отрезков времени роста рыб между 

измерениями определили по формуле (5). Окончательное значе
ние параметра о/.. в уравнении (4J вычислили как среднее rео
метричесi~ое из его эначенш':i на разных: отреэRа.Х роста рыб. В 

итоге, для уравненшr регрессии веса селезенки. по ДJШНе тела 

получено значение ol.. = З.I725, а Д1!Л второго уравнения ol. = 
= 2.5356. По средним значениям длины тела, веса селезенiш, 
веса почки в первой пробе молоди третьего пруда и соответ

ствующим о( нашли величину параметра В для ка;.~ого из двух 
уравнений регрессии. 

Такшл образом, исходное уравнение регрессии д;11Я отраже

ния нормы выраженности веса селезенки по длине тела сеголет

ков предстало в виде у = 0.0299·X3·I725 (IOJ, а уравнение 
регрессии веса почки по ,пдине тела- у = 0.6I92·Х2 • 5356 (П). 
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Построенная по уравнению ( IO) кривая практически совnала с 
эксnерименталЬНШlИ тоЧRВ.ми, по значениям которых вы:чис·лены 

параметры уравнения {см. рис. 2). Из литературmх истоЧНИRов, 
однаRО, известно, что в естественных поnу.ляцилх: разНЫх ви

дов рыб скорость увеличения: веса этого органа несколько ни

же скорости увеличения размеров и веса рыб /38/. В связи с 
этим д;JЯ. коррекции кривой уравнения (IO) мы пос читаJШ доrrу
стШVJЫм внести поправку в величину параметра d.. уравневил и 

заменить внчисленно"е значенИе (3. ~725) на oL.. =3. Тем самым, 
для отрmкения нормы выраженности веса селезенки у сеголет

ков разного размера выбрали изометричес:кую зависимость меж

ду весом этого органа и ддиной или весом их тела. С изменен

ными значениями параметров уравнение ( IO) nривяло вид у = 
=0.0396•Хз (I2). На рис.4 его кривая расnоложилась несколько 
ниже эксnер:иментальной кривой соотносительного роста средних 

значений веса селезенки и длины тела у сеголетков карпа в 

третьем rrpy;п;y. 

Необходимость определения верхней границы нормы выра

женности веса омезенки к длине тела у сеголетRОв проявилась 

совершенно естественно. Д4л решения этого вопроса мы вос

nользовались материалами измерения веса селезенки и мины 

тела рыб в nервых обловах всех прудов •. По отношению к кри
вой уравнения: (I2) просчитали, во сколько раз, при одной и 
той же длине тела, среднш1 вес селезенки у рыб в nервых об

ловах всех nрудов отличается от его знaчeF.Uni на прогности

ческой h~ивой. Средняя геометрическая велwпrна (средняя из 

отношений) отК71онения оказалась равной I. 07!63. Перерасчет 
значения nараметра В в ~авнении (I2) позволил получить 
уравнение у = 0.0424 ·~ (I3), :кривая которого и 6ЬТJiа·вы
брана в качестве верхней rраницы нормы: выраженности веса 

селезенки при соответств~ощей длине тела у молоди карnа 

(см. рис .4). Аналогично, после nерерасчета значения: nара
метра В в уравнении ( II J , было nолучено уравнение у = 
= 0.65I•X2·5356 (I4) Д71Я оnределения верхней rранющ нормы 
выраженности веса nочки к длине тела молоди Impna. Мы не 

утверждаем, что кривые ~равнений (I3, I4) являютоя nределом 
ддя верхней границы нормы вырrокенности веса уnомянутых ор

ганов к Длине тела рыб. Не исЮlючено, что в разных условиях 
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Рис.4. I - эксnериментальная линия соотносительного роста 
сре.пдих значений ДJ1ИШl тела и веса селезеНRИ у моло-
ди карnа в третьем nруду. 2 - прогностическая 
кривая нормы выраженности среднего веса селезенки у 

разной по .Dдине тела молоди карпа: У = о. 0396 • ~. 
3 - кривая, отражающая верхний предел нoplVIЫ выражен
ности среднего веса селезенки у разной по длине тела 

молоди карпа: У = О. 0424 • i3. 

выращивания и nри ином, чем в нашем примере, генатипическом 

составе модельных (прудовых) популяций молоди карnа, верх

ние границы нормы вь.тра1tенвости веса органов могут быть сме

щены в сторону бОльших значений веса органов. 
Уравнения (I3, I4) могут быть использованы для осущест

вления контроля за ростом молоди к~nа в летнее время в ус

ловиях рыбоводных хозяйств. Оценка морфо-физиологического 

состояния сеголетRОв по весу внутренних органов не nредпола

гает никаких доnолнительfшх затрат на nриобретение дорого

стоящего оборудования в рыбоводдне лаборатории. Необходимо 

иметь штангенциркуль для измерения длины тела сеголетков, 

весы для измерения веса рыб и торзиодные весы для взвеmи-
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ванил внутренних: органов. Наряду с мероприятиями по контро

лю за средой обитания рыб, оцеНI<а морф:> -физиологического 

состояния сеголетков в разные моменты летнего выращивания 

рыб вполне доступна любому рыбоводу-црактику. Вместе с тем, 

осуществление контроля за ростом сеголетков по nредложен

ному методу, на наш взг;щд, позволит: оnределять оптималь

ные nл.отности посадки личинок в nруды, выращивать к осени 

жизнестойкую молодь карпа, способную 6ла.гополучно перено

сить зимний период, предотвращать бессмысленную трату 

ItOpмa в летнее время на выращивание крупной, но не зимо

стойкой МОЛОДИ карпа. 
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