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Флуктуации численности популяций животных
продолжают оставаться одним из наиболее инте�
ресных и загадочных экологических феноменов. К
настоящему времени накопилось значительное ко�
личество эмпирических данных, свидетельствую�
щих не только о закономерных колебаниях числен�
ности популяций, но и демонстрирующих явные
переходы от одних динамических режимов к дру�
гим. 

Самыми известными и яркими примерами смен
динамических режимов являются исчезновения
циклов в популяциях лемминга (Lemmus lemmus) на
юге Норвегии [1] и красно�серой полевки (Clethrion�
omys rufocanus), обитающей в Финляндии [2]. Имеет
место также обратная ситуация, когда небольшие
флуктуации вокруг состояния равновесия сменя�
ются колебательными или хаотическими режи�
мами. Например, в популяции белого гуся (Chen
caerulescens) штата Нью�Йорк (США) долгое вре�
мя наблюдалась тенденция фактически монотон�
ного роста численности, которая сменилась нере�
гулярными колебаниями, вызванными, по�види�
мому, перенасыщением экологической емкости
среды обитания [3]. Еще один тип нарушений ди�
намического режима связан с явным изменением
длин циклов. В частности, в популяции вечернего
американского дубоноса (Coccothraustes vesperti�
nus) на территории Канады и севере США отме�
чался переход от двухгодичных колебаний к трех�
годичным [4]. Следует отметить, что подобные
эффекты проявляются также в популяциях лем�
минга и некоторых видов полевок, поскольку для
них отмечаются циклы длины 2, 3 и 4 [5, 6].

Более того, зафиксированы ситуации, когда не
взаимодействующие, практически идентичные

популяции одного и того же вида, демонстрируют
различную динамику. В частности, в лаборатор�
ных экспериментах [7] показано, что при одной и
той же начальной численности и схожих условиях
в популяциях мучного хрущака (Tribolium castane�
um) могут наблюдаться два разных противофаз�
ных периодических режима. 

Таким образом, мы видим, что существуют си�
туации, когда при одних и тех же значениях демо�
графических параметров локальные популяции
демонстрируют различные (а иногда и принци�
пиально разные) режимы динамики численно�
сти. Это явление – зависимость наблюдаемых ре�
жимов от начальных условий – в теории динами�
ческих систем называют мультистабильностью
[8]. Возможность возникновения разных динами�
ческих режимов связана с наличием у системы
нескольких устойчивых аттракторов, каждый из
которых может быть как устойчивой точкой, так и
некоторым предельным притягивающим множе�
ством (например, инвариантной кривой). Соот�
ветственно термин “мультистабильность” в дан�
ном контексте несколько вводит в заблуждение, и,
на наш взгляд, для отражения сути явления, возни�
кающего в реальных объектах (разные динамиче�
ские режимы численности популяции в зависимо�
сти от начальных условий), более удобно использо�
вать новое понятие “мультирежимность”. Следует
отметить, что наблюдаемая в природе смена дина�
мических режимов вполне объясняется мультире�
жимностью, поскольку модифицирующее влия�
ние внешних факторов можно рассматривать, в
частности, как модификацию начальных усло�
вий.

В настоящее время исследования, направленные
на изучение механизмов, ведущих к смене наблюда�
емых динамических режимов в популяциях, вызы�
вают большой и неослабевающий интерес. Предло�
жено немало концепций и гипотез, объясняющих
возникновение и исчезновение флуктуаций чис�
ленности, но ни одна из них не является обще�
признанной. 
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В настоящей работе явление мультирежимно�
сти выявлено и исследовано с помощью весьма
простой математической модели популяции ви�
дов животных с коротким жизненным циклом
(быстрым созреванием молоди). Адекватность
модельных динамических режимов мы иллю�
стрируем путем сопоставления их с реальной ди�
намикой численности популяции рыжей полевки
(Myodes glareolus). Используемые данные пред�
ставляют собой многолетние учеты относитель�
ной общей численности зверьков, выполненные
А.Д. Бернштейн и А.В. Хворенковым на террито�
рии Удмуртского стационара.

У р а в н е н и я  д и н а м и к и. Жизненный
цикл большинства мышевидных грызунов состоит
из следующих этапов: весной выжившие за зиму
особи выходят из�под снега и начинают размно�
жаться, давая нескольких пометов за весну–лето.
Поздней осенью популяция “уходит под снег” на
всю зиму. Зимой при благоприятных условиях по�
ловозрелые особи, преимущественно сеголетки,
продолжают размножаться, т.е. наблюдается пе�
реход от сезонного воспроизводства к круглого�
дичному размножению [5, 9, 10]. В течение зимы
неполовозрелые сеголетки достигают половой
зрелости. Соответственно к началу следующего
сезона размножения, когда сходит снег, популя�
ция представлена двумя возрастными группами:
половозрелыми сеголетками (это особи, рожден�
ные под снегом) и половозрелыми перезимовав�
шими особями.

Согласно описанному жизненному циклу
можно записать следующие уравнения динами�
ки, связывающие начальную численность смеж�
ных поколений:

(1)

где n – номер сезона размножения, x – числен�
ность особей, рожденных под снегом (половозре�
лые сеголетки), y – численность перезимовавших
половозрелых особей, R1 и R2 – репродуктивные
показатели половозрелых групп с учетом выжива�
емости молоди, s и ν – выживаемости особей со�
ответствующих возрастных групп. 

Многократно отмечалось, что численность по�
пуляции мышевидных грызунов регулируется
преимущественно лимитированием рождаемости
[5, 9, 10], которая почти всегда снижается при
большой численности. В частности, с ростом чис�
ленности популяции отмечается замедление по�
лового созревания прибылых зверьков, а среди
половозрелых особей могут увеличиваться про�
межутки между очередными беременностями.
Кроме того, происходит рост смертности, глав�
ным образом, молодых зверьков. Учитывая это,
будем считать R1 и R2 функциями численностей
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возрастных групп и по аналогии с моделью Рике�
ра [11] выберем их в виде: 

и . 

Параметры r1 и r2 соответствуют репродуктив�
ным потенциалам половозрелых групп, β и γ ха�
рактеризуют интенсивность влияния численно�
сти разных возрастных групп на процессы вос�
производства и выживаемость неполовозрелой
молоди. С целью уменьшения числа анализируе�
мых параметров предполагается, что β и γ одина�
ковы для обеих половозрелых групп особей. В ре�
зультате уравнения динамики (1) принимают вид:

(2)

Несложная замена переменных sγ · x → x, γ · y → y,
a1 = r1, a2 = sr2, ρ = β/(sγ) позволяет свести модель
(2) к четырехпараметрической:

(3)

где a1 > 0, a2 > 0, ρ ≥ 0, 0 < ν ≤ 1. Система (3) имеет
единственное нетривиальное положение равно�
весия: 

(4)

с условиями существования ρ ≥ 0, 0 ≤ ν < 1, a2/(1 –
– ν) + a1 > 1.

Далее было проведено исследование устойчи�
вости решения (4) и изучены сценарии перехода
от этого равновесия к флуктуациям и нерегуляр�
ной динамике. Изменение области устойчивости
в пространстве параметров a1 и a2 при различных
значениях ρ и ν и возможные сценарии перехода
к колебаниям и хаотической динамике представ�
лены на рис. 1.

Анализ границ области устойчивости показал,
что соотношение параметров ρ и ν позволяют
определить сценарий потери устойчивости. Если
ρ < 1, то потеря устойчивости (при изменении па�
раметров модели и переходе через границу обла�
сти устойчивости) реализуется по сценарию Ней�
марка–Сакера: динамика численности возрастных
классов переходит в квазипериодический режим.
При ρ > ρ* = (3 + ν)/(ν2 + 2ν + 1) потеря устойчиво�
сти стационарного решения происходит по сцена�
рию Фейгенбаума: возникают устойчивые коле�
бания численности. При 1 ≤ ρ ≤ ρ* = (3 + ν)/(ν2 +
+ 2ν + 1) потеря устойчивости возможна по двум
этим сценариям.

Далее мы сосредоточились на более детальном
анализе возможных динамических режимов как в
зоне устойчивого равновесия, так и вне ее.
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В о з м о ж н ы е  р е ж и м ы  д и н а м и к и :
ч и с л е н н о е  и с с л е д о в а н и е  и  в о з н и к �
н о в е н и е  ц и к л а  д л и н ы  3. В ходе числен�
ных экспериментов мы неожиданно обнаружили,
что в области параметров, где равновесие популя�
ции устойчиво, существует подобласть, в которой
наряду с этим равновесием появляются еще и
другие устойчивые аттракторы. При ρ < 1 таким
“дополнительным” устойчивым аттрактором яв�
ляется цикл длины три (или 3�цикл). Это означа�
ет, что при одних и тех же значениях параметров
модели из одних начальных значений численно�
сти популяция выходит на устойчивое равновесие, а
из других – переходит к устойчивым трехгодичным
колебаниям. Сосуществование при одних и тех же
значениях параметров разных динамических режи�
мов широко известно для аттракторов, возникаю�
щих в области нерегулярной динамики. Также та�
кие эффекты могут возникать вследствие того,
что система имеет несколько устойчивых равнове�
сий (например, бистабильность). Однако в данном
случае модель имеет единственное нетривиальное
равновесие и различные динамические режимы
возникают при значениях демографических пара�
метров из области устойчивости стационарного
решения.

Сочетание аналитического и численного ис�
следования модели (3) показывает, что 3�цикл
возникает в результате касательной бифуркации.
Кривые на рис. 2 являются графиками трижды
итерированных модельных уравнений (3) и по�
строены методом сканирования [12]. Пересече�
ния этих кривых соответствуют неподвижным
точкам трижды примененного оператора (3):
устойчивому положению равновесия, трем точ�
кам устойчивого 3�цикла и трем точкам неустой�
чивого 3�цикла. Кроме того, на рис. 2 приведены
бассейны притяжения (области начальных значе�
ний численности), из которых система стремится
к устойчивому положению равновесия (эта об�
ласть отмечена серым цветом и цифрой 1) и
устойчивому 3�циклу (эта область представлена
тремя белыми участками и отмечена цифрой 3).
Заметим, что неустойчивый 3�цикл располагается
на границах бассейнов притяжения, в то время
как устойчивый находится “внутри” своего бас�
сейна притяжения в отдалении от бассейна при�
тяжения устойчивого равновесия. 

При 1 ≤ ρ ≤ ρ*, когда потеря устойчивости реа�
лизуется по сценарию Неймарка–Сакера в зоне
как регулярной, так и нерегулярной динамики, по�
мимо цикла длины 3 возможно существование “ок�
на периодичности”, соответствующего притягива�

Рис. 1. Область устойчивости нетривиального равновесия (4) системы (3). Цифры на графиках соответствуют значе�
нию параметра ρ.
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ющему циклу длины 4. Следовательно, в фазовом
пространстве системы (3) существуют бассейны
притяжения циклов длины 1, 3 и 4 (рис. 3). 

Следует отметить, что в данной системе цикл
длины 4, так же как и цикл длины 3, возникает в
результате касательной бифуркации. Более того,
деление фазового пространства на бассейны при�
тяжения циклов 3 и 4 особенно примечательно,
поскольку для популяций мелких грызунов отме�
чаются как трехлетние, так и четырехлетние коле�
бания [5, 6, 9, 13].

Если ρ > ρ*, снижение рождаемости происхо�
дит преимущественно при росте численности се�
голеток и потеря устойчивости реализуется по
сценарию Фейгенбаума, т.е. возникают двухго�
дичные колебания. Следует отметить, что в при�
роде двухлетний цикл отмечается у некоторых ви�

дов полевок [5, 6, 9, 13]. При ρ > ρ*, как и ранее, в
области устойчивости нетривиального равнове�
сия в результате касательной бифуркации рожда�
ется цикл длины 3. Однако вид бассейнов притя�
жения существенно отличается от случая, когда
ρ < 1. Здесь фазовое пространство системы (3)
весьма дробно разбивается бассейнами притяже�
ний разных устойчивых режимов и напоминает
“зебру”. Наблюдается чередование областей, из
которых система стремится либо к устойчивой
точке, либо к устойчивому циклу длины 3.

П р и м е н е н и е  м о д е л и  к  о п и с а н и ю
д и н а м и к и  ч и с л е н н о с т и  п о п у л я ц и и
р ы ж е й  п о л е в к и  (Myodes glareolus). Следую�
щим этапом работы стала апробация данной мо�
дели для описания динамики численности реаль�
ной популяции. Оценка параметров модели осу�
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ществлялась на материалах многолетних учетов
относительной общей численности (число осо�
бей на 100 ловушко�суток) рыжей полёвки на тер�
ритории Удмуртского стационара, расположен�
ного в бореальной зоне липово�пихтово�еловых
подтаежных лесов (57°20′ с. ш., 52° в. д.). Коэф�
фициенты модели находили путем подбора таких
значений, при которых сумма модельных числен�
ностей обоих возрастных классов наилучшим об�
разом аппроксимирует известную последователь�
ность оценочной численности популяции рыжей
полевки на начало сезона размножения. Для оцен�
ки параметров искали минимум функции невязки
по методу Левенберг–Маркварда [14], реализован�
ному в программе MathCAD 14 и дополнительно
применяли метод штрафных функций [12]. 

Модельная реализация, проведенная при полу�
ченных оценках параметров модели, в целом не�
плохо описывает тенденцию динамики, однако не
полностью улавливает основные пики численно�
сти популяции рыжей полевки. Коэффициент де�
терминации, характеризующий качество аппрок�

симации, составил R2 = 0.681. Оцененные значе�
ния параметров находятся в зоне нерегулярной
динамики для случая, когда потеря устойчивости
реализуется через образование инвариантной
кривой, т.е. численность рыжей полевки подвер�
жена квазипериодическим колебаниям. Как нам
представляется, расхождение данных наблюде�
ний и моделирования связано с влиянием внеш�
них факторов. Для того, чтобы учесть влияние
внешних факторов, предложена следующая мо�
дификация функций Ri = (x, y):

, (5)
где b – коэффициент, характеризующий интен�
сивность влияния внешнего фактора на процессы
зимнего воспроизводства особей рыжей полевки,
Sn – среднее значение гидротермического коэф�
фициента Селянинова [15] за период апрель–июль
в году n. Данный коэффициент является характе�
ристикой увлажненности территории (влагообес�
печенности) в вегетативный период. Выбор имен�
но этого показателя связан с тем, что он косвенно
характеризует обилие корма в зимнее время года,

( , ) n n nx y bS
i n n iR x y r e−β⋅ −γ⋅ +
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Рис. 4. (а) – динамика численности популяции рыжей полевки; (б) – параметрический портрет, соответствующий по�
лученным оценкам параметров; (в) и (г) – карты возможных динамических режимов при этих параметрах в зависимо�
сти от начального условия: карта (в) – начальное условие принадлежит бассейну притяжения равновесного состояния,
карта (г) – начальное условие принадлежит бассейну притяжения устойчивого цикла длины 3. Цифрами обозначены
длины наблюдаемых циклов, НД – нерегулярная динамика.
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которое, как отмечается, существенно влияет на
динамику численности популяции рыжей полев�
ки. 

Включение внешнего фактора позволило от�
ловить основные пики численности популяции
(рис. 4а). Коэффициент детерминации, характе�
ризующий качество аппроксимации фактических
данных модельными, составил R2 = 0.88. Это свя�
зано с тем, что коэффициенты, характеризующие
репродуктивные потенциалы особей, в данном
случае не являются постоянными величинами, а
принимают значения из области параметрическо�
го портрета, обозначенной на рис. 4б прямоуголь�
ником. Дополнительно были построены карты
асимптотических динамических режимов, в соот�
ветствии с которыми точечная оценка парамет�
ров модели находится в зоне цикла длины 6 (воз�
никшего в результате бифуркации удвоения пе�
риода 3�цикла), однако влияние климатических
факторов смещает ее в зону квазипериодической
динамики (рис. 4в и г).

Таким образом, в настоящем исследовании по�
строена математическая модель популяций с ко�
ротким жизненным циклом и плотностно�зави�
симой регуляцией процессов воспроизводства.
В предложенной модели динамики численности
популяции с простой возрастной структурой об�
наружено явление мультирежимности, заключа�
ющееся в возможности существования при одних
и тех же параметрах модели различных устойчи�
вых динамических режимов, переход к которым
определяется начальными значениями численно�
стей. Следовательно, характер динамики популя�
ции существенно зависит от начальных условий
(или текущих значений численности). Важно от�
метить, что этот эффект возникает в модели, име�
ющей одновременно несколько качественно раз�
личных аттракторов: положение равновесия, пре�
дельные циклы, хаотический аттрактор. 

Выявленные аспекты динамического поведе�
ния моделей, основанных на рекуррентных урав�
нениях, до сих пор остаются не до конца исследо�
ванными, однако позволяют объяснить наблюдае�
мые различия в динамике численности популяций
одного вида, обитающих в практически идентич�
ных условиях. С другой стороны, в рамках одной
локальной популяции, в частности, мышевидных
грызунов, обнаруженное явление мультирежим�
ности позволяет объяснить как возникновение
колебаний с периодом 3 и 4 года, так и исчезнове�
ние флуктуаций. 

При значениях параметров, соответствующих
оценкам, полученным на основе данных о дина�
мике численности популяции рыжей полевки

(Myodes glareolus), обитающей в Удмуртии, предло�
женная модель адекватно демонстрирует либо ре�
гулярные колебания, либо квазипериодические
флуктуации. Влияние внешних климатических
факторов на процессы воспроизводства популя�
ции заметно расширяет диапазон возможных ди�
намических режимов и приводит фактически к
случайному блужданию по бассейнам притяже�
ния этих режимов. 

Исследование выполнено при частичной фи�
нансовой поддержке Комплексной программы
фундаментальных исследований ДВО РАН
“Дальний Восток”.
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